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Matematica. — Sul problema degli isoperimetri. Nota di

Leonipa ToNELLI, presentata dal Socio S. PINCHERLE.

1 (1). Sia F(a,y,2',y") la solita funzione del ecalcolo delle variazioni.
Siano poi P(z.#), Q(z,¥) due funzioni finite e continue nel campo A in
cui & data (rispetto alle z#,y) la F

Consideriamo un campo A,, limitato e chiuso, formato di punti Zniers
ad A. e la classe K di tutte le curve C, continue, rettificabili, di A,, sod-
disfacenti a certe condizioni, che siano perd tali da visultare soddisfatte
anche per ogni ente limite di curve di K (cosl ogni ente limite, se & ret-

tificabile, appartiene necessariamente a K).
Vogliamo dimostrare la seguente proposizione:

Se e, pe ,‘,,,)' /;r/,//'/ (z,y) di A, e per ogni coppia 1./""//' di

numeri fi i nulli insieme, >0, F, = (®) allora, fra tutte le
curve O K » le aquali inteqralé

[o = | {P(z . y) ! + Q(z . y) ‘,,': s = ‘ P(x ,y) dz 4 Q(x , %) u"//
aAsSsSum L a ctante . v¢ ¢ almeno una che rende minimo [ aliro
/ [/}

Per Ip ta « dereren 1 solo curve piane, ma le cose che diremo val-

G { N | e curve dello spazi basta per questo temer presente quanto
bilit § IV della nostra Memoria: Sul ca sqolare nel calcolo delle vari

mt (1 1 r( Mat. Palermo, 1913). Tale lavoro nel segnito verra indicato con (T)

Fi(z.y.z",y") indic 1 solito invariante di Weierstrass

(?) Questo teorema, insieme a quello del n. 6, fu trovato per altra via da Hadamard

Su elqu juestions de calcul des variations, Anuales Scientifiques de 1'Ecole Norm.

Sup., 1907) sotto le seguenti ipotesi: a) K & la classe di tutte le curve rettificabili con-

ten n lato campo e congiungenti due dati punti, oppnre chiuse in se ste
0) 1l camj mal-kouvex o, per lo meno, tale che le enrve minimum da stabilirsi
risultino a priori interne ad esso: ¢) ¢ K 0.k, 0; d) P e Q hanno derivate par-
)
ziali, prime econde, continne, ed &, in ogni punto del eampo ol :k N‘), Dalla di-
Yy Q0

mostraziol t lell' Hadamard, risulta poi che le curve minimum sono estremali.
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2. Per la dimostrazione & necessario premettere il
LEMMA. — L'integrale 1 ¢ una [unsione continua della linea di
integragione, se lal linea rimane sempre, in lunghezza, minore di
mero [isso.

un nu-
Da quanto si & stabilito al n. 10 di (T), risulta che, se una curva
variabile C,, costantemente inferiore, in lunghezza. ad un numero fisso,
tende all'altra C, ed & sempre F, = (), allora, preso unz positivo, arbitrario,
da un certo punto in poi la C, soddisfa alla disuguaglianza

":Fds—‘ <’/~

(

Fds

i poiché nel caso attuale abbiamo al posto della F Ja P(z,y) 2"+ Q(«
la condizione F, =0 & soddisfatta, e il lemma resta stabilito.

Si potrebbe perd giustamente obbiettare che mentre la funzione F.
a quale fu dimostrato il teorema di cui qui abbiamo fatto 1

Y)Y

per

150, deve avere
e derivate parziali dei primi tre ordini, finite e continue, sulle P e
abbiamo fatto semplicemente 1'ipotesi della sola continuiti. Ma |

Q noi
‘obiezione
s1 rimuove del tutto sostituendo alle funzioni P e Q due polinomi P, (zy),
Qn(zy) che le rappresentino a meno di un & arbitrario.

3. Dopo c¢id, possiamo venir subito alla dimostrazione del teorema enun-
ciato al n. 1.

Nella sotto classe K delle curve di K che soddisfano alla condizione
I=1/, 'integrale J ha un limite inferiore che indicheremo con J- Sia C

1y

Csy ey Cpy ... una successione di curve K tale che si abbia lim Jec,

=1

J*
n—=x

Per la continuita della F, si pud fissare un numero =0 in modo che,

in tutto A, per qualsiasi coppia (2", ') di numeri soddisfacenti alla rela-

sione 2+ y*=1, sia F>m. Le lunghezze £, delle C, — avendosi
Jon = %,.m e, di conseguenza, Mass. lim £, < “~ — rimangono percio
mn

tutte inferiori ad un numero determinabile L. Le C, ammettono allora, per
un ben noto teorema almeno una curva limite (). anch’essa inferiore in
lunghezza a L ed appartenente a K. Per il lemma del n. 2, & poi, essendo,

qualunque sia n, lg, =/ I, (. Questa C appartiene dunque anche a K.
M ¢ (n. 10 di (T)) Jo =< Min. lim Jo» = lim Jo, = j. Poiché C appartiene
a K, non pud essere J. <J; ¢ dunque Jc=7, ela C da il minimo che vole-

vasi stabilire.

4. Supponiamo che la classe K sia tale — K' — che, preso un arco
qualsiasi di una sua curva C, del tutto znlerno ad A,. si possa sempre
determinarne un intorno, in modo che, variando l'arco con un altro qualsi-

voglia di detto intorno, non si esca dalla classe (*). Una simile condizione

(') Veramente, per il seguito, basterebbe che la cosa fosse verificata solo per quelle

variazioni che non alterano il valore dell’intecrale I.




|

— 495 —

&, per esempio, verificata se K éla classe di futte le curve rettificabili di A,
congiungenti due dati punti o due date linee, ed anche se & quella di fuife
le curve rettificabili di A, che contengono o circondano i punti di un dato
insieme chiuso (V). Facciamo, inoltre, 1'ipotesi che le funzioni P e Q ammet-
tano delle derivate parziali del primo ordine, finite e continue, e che, in
ciascun punto (x.y) di A,, le coppie (z'. ') che soddisfanc all’'uguaglianza
F.(z,y.x',y)=0 non riempian mai alcun arco del cerchio 2" -} y"* = 1.
Cid posto, sia (e,8) un arco, completamente interno ad A,, di una delle
curve minimum. dell'esistenza delle quali ci siamo occupati ai numeri pre-
cedenti.

Si possano presentare due casi, a seconda che su (a,#) € nulla o no
la variazione prima dell integrale I. Nel primo di cssi, si ha, essendo s,
e s, i valori dell'arco s corrispondenti agli estremi di (e, g),

| (Poz’ + Quy) p + (P’ 4 Quy') ¢ + Pp' +- Qg | ds,

qualungue siano le funzioni p(s) . ¢(s) (continue insieme alle loro derivate

prime), sottoposte solo alla condizione di annullarsi per s =38, e s=3s,.

Da qui scende che deve aversi, separatamente,

1 'S1
| {(Pux' + Quy)p+Pp'ids =0, | (P2 + Qg+ Q¢ tds=0.

s 8

1

Procedendo col metodo conosciuto di Du Bois-Reymond, si giunge a

stabilive che. essendo ¢, e ¢, due determinate costanti, le equazioni

P— | 1P - Quytds=c , Q— | P2 +Qutds=cs

devono essere soddisfatte in tutti i punti di («,p) ad eccezione al piu di

un insieme di misura nulla (2). Ma essendo le varie parti che entrano in
queste equazioni tutte funzioni continue della s, ne viene che le equazioni

Q

stesse devono essere soddisfatte su tutto 1'arco (e, B). Se ne trae, ad ecce-

zione al piu di un insieme di misura nulla,

PJ,,/,-’—}—}’,//’—|P,./’f{)‘,/’v 0 . Quz' +Quy — (P -}Qx)=0

(1) PR=1()

la quale ultima uguaglianza, per la continuita delle derivate P,, Q,, deve

vy W

essere effettivamente verificata su tutto (e« , f).
(1) In questo secondo caso perd i punti dell'in 1e andrebbero vignardati come

[ I (
( n in raz ina ata, ¢ iluppata per disteso, trovasi nel mio

lavo Sulle / .
AvVoT ! ) Lscontir 1 1 wagiont, di prossima pubblicazione,




Nel secondo caso, quando cioé la variazione prima dell” integrale T non
e nulla, deve essere, se poniamo H = F + A(Pz' 4 Qy) (4 = costante iso-
perimetrica),

‘ : (HJ// + H},// + HJ"/" + H,/u{’) s = O .

8

ossia, ragionando come sopra,
(2) = o St e S [ T S

g5 s
uguaglianze che devono risultare soddisfatte in tutti i punti di (e, p) ad
eccezione al piu di un insieme di misura nulla. Sia E 1'insieme (di misura
nulla) di quei punti di (e, g) nei quali le derivate ., . o mancano o non
soddisfano alla z'* + 4> =1, e di quegli altri nei quali non é soddisfatta
la prima (p. es.) delle due equazioni precedenti. Sia poi C(E) il comple-
mentare di E in (e, g).

Nei punti di C(E) esiste allora la tangente alla curva, e se indichiamo
con 6(s) l'angolo, compreso fra 0 e 27 (27 escluso), che la sua direzione
positiva forma con quella positiva dell'asse =, abbiamo z'(s) = cos 6(s),
y'(s) =sen 6(s), e sempre, in tutti i punti di C(E), sard soddisfatta 1'uguna-

glianza

(3) Ha'(x , 7, cos 6, sen 6) — Hu(z , 9, cos 6 ,sen 8) ds = ¢, .
' Sp
Sia ora P un punto qualunque di E. Per essere E di misura nulla,
potremo scegliere una successione P, , P, , ..., P,, ... di punti di C(E), ten-
denti a P. Indichiamo con 6, 1l'angolo relativo alla tangente alla curva
in P,, e dimostriamo che esiste il lim 8,, (!). Se, infatti, ¢id non fosse. si i

n—u [
potrebbero estrarre dalla successione delle 6, altre due successioni 6, , 6,
(r,s=1,2,..) aventi limiti ben determinati e distinti 6,6, rispettiva-
mente. E poiche la (3) & sempre verificata su C(E), si avrebbe, indicando

con $,,.Sn, 1 valori di s corrispondeuti a 6,, ,6,,,

Sn .
Heor(@(805) s #(Sni) 5 €08 6,; , Sen 6,,;) — | ™H,ds= A O =)

o
e quindi anche, se s e il valore di s relativo a P,

H.(2(5), y(5), cos 6,sen ) — | H,ds=e,,

S
0

S

Hur(2(S) , y(S) , cos 6 , sen /) — | H,dr=e¢,,
8o
(1) Diciamo che esiste il limite delle 8, anche se alcunc di esse tendono a 0 ed
Utre a 273 e diciamo, in tal caso, che il limite comune ¢ 0.

Respiconti. 1913, Vol. XXII, 1° Sem. 56
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donde

H.(2(3), y(5), cos 6, sen 6) = Hyr(x(5), () . cos 6, sen6).

Considerando allora la Hg(z .,y ,cosy,seny) come funzione della sola y.

si avrebbe

= — Pz 5en ) Fry cos y = —seny Fy(2,y . cos y,seny),
P E“‘:"h" la Fy(a,y .cosy,seny), per ipotesi, & sempre = 0 e, come fun-

sione della sola y non pud essere costantemente nulla in nessun tratto, se

ne dedurrebbe l'annullamer {i siny nell dell intervallo (6, 86),
vale a dire, che dovrebbe essere 0 7 T (i} Q7 oppure 0 = 6 <
< <6< 2x. Ma osserviamo facendo ruot oli assi coordinati di
un angolo e, gli angoli 6}, .6, che sostituirebb b, , 6, (') dovrebbero
tendere rispettivamente a jamgis—=n f' H — a Oppure - ' — « —+—~ 2 T,
e ;’:—:f;—w oppure -0 —a—+— 21 — lovrebbe ancora aversiy V0 = ”,\ 7T
< 0'< 2@ oppure () < 6 r < 8 2; mentre, scegliendo opportuna-
mente «., sarebbe sempre possibi a1 )do che c10 non avvenisse (%). St
-
ne conclude che non é possibile el SIS 1 miti distinti # e 8, e che
invece esiste un unico li o \bbian 2081 Chie .g;mnlln un punto
arbitrario di C(E) tende ) 1% )1 yondente angolo 6 tende
ad un limite determina ed une Se ti n 1ssumiamo come valore
di 6 in P, abbiamo la fun f lefinit 1 tu punti di (e, ), fun-
zlone che risuita continua 111 1 Ma se nel racionamento
fatto or ora, sostituiamd punto P to qualunque di C(R),
otteniamo che il lim#6, e p ame ‘ li 6 relativo al punto
stesso. La tunzione 6(s) lunque ¢ 1 (ee. ), e tali sono pure,
di conseguenza, cos 6 e n6. Ma 1 nun li (. 3). ad eccezione
al piu di un insieme di misura nul W cos 6.y = sen 6; si ha percid
che le () , y(s i8sendo gli s a1 cos 6 , sen A(s), ammettono 1
tutto (e, ) delle derivaf tinu 1al ) ] nente da cos 6 , sen 6
Le equazioni (2) sono allora soddisf: tutto (e, ), e su tutto
tale arco sono pure soddisfa quazioni d enziali di Eulero

In ogni punto poi dove e F, 0 esistono anche finite e continue le =" e 4/
1) Si bb 0'n, O, C I [/} « Int C per 6
res., 0 =6 ( 0} 27, bast ybe prendere « 0, nel ca
v i a 0—6<n « f caso contrar
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Concludiamo dunque che, nelle ipotesi qui poste, ogni arco della curva
minimum, complelamente interno al campo A, soddisfa o all’equasione (1)
o al sistema (4) (il primo caso non escludendo perd il secondo). E a no-
tare che se l'arco (ef) soddisfa alla (1), ma appartiene ad un altro arco
(/8"), anch’esso tutto interno ad A,, e non soddisfacente per intero alla (1),
allora il primitivo («g) soddisfa pure al sistema (4); e la stessa cosa vale
se («,p) e interno ad una regione, per ogni punto della quale sia sempre
verificata la (1). Si hanno poi i seguenti corollari: a) se Luguagiianza (1)
¢ soddisfatta solo in punti che nwon riempiono mai alcun arco di curva,
allora ogni arco di curva minimum, interno ad A, soddisfa interamente
alle (4); b) se nussuna curve di K' soddisfa interamente alla (1) e la curva
minimum ¢ tulta interna ad A, allora essa soddisfa per intero alle (4) ().

5. Con metodo perfettamente identico a quello usato ai nn. 19 e 20
di (T), e tenendo conte del lemma qui stabilito, si dimostra il teorema di
Osgood nei due casi seguenti. Siano le ipotesi del teorema del n. 1, e C
una delle curve minimum 1vi stabilite. Inoltre, per ogni altra curva C di K,
appartenente propriamente (*) ad un certo intorno della C e per la quale
sia Ioc =1, si abbia (3)Jc —Jz > 0. E allora possibile determinare un
intorno (o) di Cinmodo che, ad ogni ¢, < @ corrisponda wn numero w > 0,
il quale soddisfi alla disuguaglianza Jo — Jg > w per ogni curve Cdi K,
soadisfaceate alla 1o = 1, appartenente propriamente all'intorno (e) di T,
e avente almeno un punto esterno all'intorno (@y). Se si sopprime la condi-
zione F >0 e si sostituisce l'altra F, = 0 con la F, >0, e si sa che
per tutte le curve C di K, che appartengono propriamente ad un cerlo
intorno della C e che soddisfano alla Io=lg, & verificata la (), allora il
teorema precedente continua a sussistere.

6. Sia K, una classe K (n. 1) di curve, la quale sia tale che ad ogni
suo elemento si possa aggiungere un arco di lunghezza arbitraria e percorso
due volte, in senso contrario, senza uscire con ¢id dalla classe stessa. Allora,
presupponendo per le P, Q, la sola continuita, abbiamo: Se e, per ogui
punto di A, e per ogni coppia (', y") di numery finiti non wulli insieme,
F>0,F, =0, fra tulle le curve di K, per le g wali 'integrale J assume
un valore costante |, ve w é alineno una che rende minimo (massiino)

Uintegrale 1. Sia K, la sottoclasse di tutte le curve di K, per le quali

(*) La condizione che la curva minimum sia tutta interna ad A, non ¢ difficile che
si possa stabilire a priori. Cid avviene, per es., nel problema del minimo perimety che
racchiude nna data area, e in vari altri. Si noti che la conclusione del corollariv b) ri-
mane giusta anche se esistono delle curve di K’ che verificano per intero le (1), purche
per esse non sia I=1.

(*) Per la definizione di curve appartenenti propriamente ad un certo intorno di

un'altra curva, vedi ('), n. 9.
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8 J=1i: le curve di K, risultano tutte in lunghezza inferiori ad un numero
fisso. e se C, (m=1,2,...) & una successione di esse, scelta in modo che
sia lim [c, = al limite inferiore (superiore) del valori di [ in li,, da Cp
se ne pud estrarre un'altra C,,. che tenda ad una curva limite C. Questa
curva deve appartenere a K, e per il teorema del n. 2, rende I uguale
al limite inferiore (superiore) detto sopra. Per la semicontinuita inferiore
di J, & poi Jg < Min. lim Jo, = (. Se qui vale l'uguaglianza, il teorema
proposto & gia dimostrato; altrimenti, si aggiunga alla C un arco di lun-
ghezza conveniente 1n modo che, percorso due volte, in senso opposto, dia
all integrale J, esteso alla nuova curva visultante C, precisamente il va-
lore /. ed in mudo anche che tal nuova curva appartenga a K,. B allora
Js=1(,Ig = Jo, e si ha cosi il minimo (massimo) richiesto.

7 Consideriamo, come al n. 4, una classe K' (essa ¢ necessariamente
anche una classe K,) e supponiamo l'esistenza e la continuita delle derivate
parziali prime di P e Q, e che le coppie (z'.y') che annullano F, non
riempian nessun arco del cerchio #'* 4 y*=1, quando si tenga fisso il
punto (xy) di A,. Con procedimento analogo a quello del numero ricordato,
S1 :tzlhill.ﬂ‘e che ogni arco i UYa Curva minimuim \n aximum), ("h’/i'/[//(lr/»
mente interno ad A,. soddisfa itnleramente aw armeno wno dei due sistemi
di equazioni differenziali di Eulero (4) relativi, uno alla funzione F. e
I'altro alla H = AF 4~ (Pz" + Qy') (4 = costante isoperimetrica)

8. Nelle ipotesi del teorema del n. 6. e con l'aggiunta dell’altra, che
ogni curva C di K,, appartenente propriamente ad un certo intorno della
curva minimum (mazimum) C e soddisfacente alla Jc =, verifichi la di-
suguaglianza Ic — [c >0 (< 0), si dimostra il teorema di Osgood, analo-

gamente a quanto si e stabilito al n. 5.

Fisica. — Nuwove ricerche sul calore ,\//m-//«‘/‘/) der metalli a
temperature elevatle. Nota di 0. M. CorBino, presentata dal Socio
P. BLASERNA.

In alcune Note (*), che mi onorai di comunicare 'anno scorso all’ Acca-
demia, dopo di aver dedotto teoricamente la legge di variazione della tem-
peratura di un filamento percorso da corrente qualora si modifichi di poco
la resistenza totale del circuito, esposi una particolare disposizione del ponte
di Wheatstone per mezzo della quale potei valutare con semplici misure gal-
vanometriche la capacita calorifica del filamento. L'applicazione allo studio
del tungsteno. di cui fu misurato il calore specifico fino a 2000°, mi permise
di giungere a conclusioni notevoli, che consigliarono 1’estensione della ricerca
ad altri metalli.

1) Corbinn, Rend. Lincei, vol. XXI, 1° sem., pag. 181, 1912




