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Matematica. — Superficie con un sistema di asintotiche a

% 3 » . v . 5 ]
torsione costante e loro trasformazioni. Nota del Socio Luicr
BiaNcHI.
4. Applicando i risultati generali sopra stabiliti (') alle superficie della |
classe (A), ove
K 1
= — 5= - = .
bop(u) 4+ (o) {*
vediamo che il teorema di unicith e di esistenza prende qui 1'aspetto se-
guente:
Date ad arbitrio due curve C ., I che escano da un punio O, avendo
i a comune il niano osculatore, e torsion quali e di seqno contrario,
esiste una ed una sola superficic S della classe (A) che contic
C.I come asintoliche.
B infatti, poiche le torsioni di C.,I'" sono perfettamente note in fun-
zione di », % rispettivamente, avremo
o(u) + w(0) = A(n)
¢(0) + y(») = B(»),
(*) Rendiconti, fascicolo precedente, pag. 403
Renpiconti. 1913, Vol. XXII, 1° Sem. 62
&
|
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con A(z) . B(») funzioni note ed A(0) = B(0); sara quindi nota
T = g(u) + Y(v) = A(x) + B(v) — A(0) = A(x) + B(») — B(0) ,

dopo di che basta applicare il teorema generale.
Le superficie S della classe (A) vengono cosi a dipendere da gquatiro

funzioni arbitrarie (di una variabile ciascuna), le flessioni e le torsioni delle
curve C, I'. Questo & in armonia col fatto che la ricerca delle superficie S
dipende da un'equazione a derivate parziali del 4° ordine; e sembra ben
notevole che. nonostante la complicazione del problema analitico, si possa
applicare agli integrali di questa equazione la teoria delle trasformazioni,
come abbiamo ricordato al n. 1.

Particolarizziamo ancora questi risultati, e supponiamo che delle due
curve C, I una, per es. la prima z = 0, sia a torsione costante, l'altva I
rimanendo affatto arbitraria. La B(») si ridurra ad una costante, e restera
quindi T = T(z) funzione della sola ». Le superficie S corrispondenti sono

quelle con linee asintotiche in un sistema (z = cost) a torsione costante,
variabile perod, in generale, dall'una all’altra asintotica. Una superficie di

questa classe \‘1«4!-/'(;/«' ¢ individuata Se $i fissa arbilrariamente un’asintlo-
tica a torsione costante ed un'altra asintotica (arbitraria) wll' altro si-
stema (V).

Qui sono tre le funzioni arbitrarie che entrano nell’ integrale generale,
ed in effetto le attuali superficie sono integrali di una equazione a derivate

parziali del 3° ordine. che si forma subito, nelle notazioni di Monge, come
segne. Esprimendo che le linee lungo le quali é costanfe la curvatura totale

T e

K

SOn toticne }'L‘(':f»'[n questa che caratterizza le nostre superncle, si
ottiene la detfa equazione del 3 ordine sotto la forma

Limitandoei ormai a queste speciali superficie S colle asintotiche,

In un sistema, a torsione costante, vediamo come si semplificano in questo

Jas( formole generali del n. 2

a la asintotic ¢ a torsione costante v superficie individuata
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la prima delle (I1) da
2H., HEdT

7)}/ = o /[T/ 4
e, integrando,
H,=V{T,

dove V & una funzione di », che, disponendo del parametro », possiamo
rendere = 1, onde

Hg=]f

L'arco s, di un'asintotica » = cost, compreso fra due asintotiche » =1y,
v = v, dell’altro sistema, ¢ dato quindi da

S, = "|1 T![(':] T(/-J — ).

(20
onde risulta il teorema :

Sopra le asintotiche a torsione costante le asintotiche dell’aliro si-
slema interceltano archi proporzionali; il coefficiente di proporzionalila
e =1 T 5

Ponendo ora nelle (IT)

Hs —=1/T=7i(u),
queste diventano

L H, sen w 2H, e TN Syt
U == lw. ) — = f'(u) cos @ , o _L’_’_L& .
U /(%) AV W H

D'altra parte si ha per la (10)

M=0,
e le formole (II) si semplificano per le attuali superficie nelle seouenti:

oL AT

‘\ Mi = H,(« cos @ 4 & sen w) i = f(u).c
S ey P . Y
(Iv) i ?”:FG)(NSEU(U—;CO)M)}
( Qe 3
W )

Ogni terna di funzioni (L, H,, w) che soddisfi le (IT1) definisce intrinseca-
mente una superficie S con un sistema di asintotiche a torsione costante.
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Se si suppone in particolare costante f(u), per es. f(u) =1, risulta
dalle (ITI) che si pud fare anche G, =1, e queste si riducono alle due
P W
- = —Senlw , =—1L y
RIZ RL

ossia alla ben nota equazione fondamentale

d'w

= - — Sl
2 y

della teoria delle superficie pseudosferiche.

6. Ritornando al caso generale di /() variabile, supponiamo di tras-
formare ciascuna asintotica C del sistema x == cost, mediante una trasfor-
mazione di Bicklund B, (!), in un'altra curva C' colla medesima torsione

1
costante —;—
)

Se M= (z,y,3) , M= (2".y ,s) sono due punti qualunque corri-
spondenti di C,C’, e ¢ — ¢(u,v) 'angolo d’ inclinazione del segmento

MM' = 7%(u) cos &
sopra la tangente alla C, le formole di trasformazione si serivono
{

(12) !‘:/_]_/s’-’(,,“y.“m((‘wu([fESt‘IJ(}).

e, restando dapprima ¢ una funzione arbitraria di », 1'angolo ¢ deve sod-
fare alla equazione di trasformazione

) 0 1 —seno
(1o = —————8en @ — L.
W f(«) cos @

Ora cerchiamo di prendere per ¢ = o(x) una tale funzione di # e de-

terminare ulteriormente ¢ in guisa che la superficie S, luogo delle trasfor-
o / 7 « + y 3 " \J 5
mate C', abbia queste curve per asintotiche, ché allora la S’ apparterra alla

classe medesima di S, e sara una sua [,‘«/,ﬂ‘/’r//"m////,/ asintolica.

Indicando cogli accenti le quantitd relative alla curva ', abbiamo

\ @ =1 (seno — 1) sen®¢p] .« + (1 — sen &) sen ¢ cos ¢ . & —

—cososen g . A
\ / U s = .
(14) S ——ll—‘-t‘[]’;‘~g“(1/4‘1,>(I((<‘L‘|1+t\,,“(7_11(-“s!(;Jf+
’ + cos o cos g . A

A = C08 08en ¢ « — ¢os o eos g&-+senagi.

(*) Per le formole della

: trasformazione di Backlund delle curve a torsione costante
51 pud iltare il §

§ 11 della mia Memoria:

Jiag Configurazioni mobili di Mobius, nei Ren-
diconti del Circolo

matematico, tom. XXII (190R8).
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Sard soddisfatta la condizione voluta se, insieme alla relazione identica

’

A
S —=—10,
DY)
sussistera anche 1'altra
!
SA =0,
U

poicheé allora le C" saranno asintotiche sulla §'. Ma 1'ultima relazione, cal-
colata dalle (12), (14), osservando le (IV), ci da questa seconda equazione
a derivate parziali per la funzione incognita ¢ :

(13" 29 H,(1 - sen o)
( =

= sen (@ — w).
M [“(u) cos o (¢ )

Se si serive la condizione d'integrabilita pel sistema simultaneo (13), (13",
tenendo conto delle (IIT), si trova che ¢ = o(x) deve soddisfare alla equa-
zione seguente:

I 4+ seno /(%) d (1—sena
cos ¢ [*(u) ~ du ( /(%) cos @ )

ovVero

[ (u) d

[ (w) T du

2

log (1 -} sen o),

da cui integrando
k

[3(2)

(15) 1 4 sen o =

essendo 4 una costante (arbitraria). Viceversa determinando ¢ in questo
modo, qualunque sia %, le (13), (13') formano un sistema completamente
integrabile ed ammettono quindi una soluzione ¢ contenente, oltre /%, una
seconda costante d'integrazione. Le formole (12) danno quindi, per ogni
valore di guest'ultima costante, una nuova superficie S’ della classe di S,
e sua trasformata asintotica. Diremo che la 8 & trasformata di S per una
By, ponendo in evidenza il valove di % scelto nella (15); cosi:

Ogni superficie S, con un sistema di asintotiche a torsione costante,
da luogo per una trasformasione (asintotica) By ad ' nuove superficie S'
della medesima classe.

7. Dalla considerazione delle trasformazioni fnite By per le superficie S
passiamo a quella delle trasformazioni infinitesime, seguendo i concetti ge-

ge

nerali indicati in lavori precedenti ()

(') Ved. la Nota in questi Rendiconti (ottobre 1912): Intorno ad una nuova classe
di superficie e la Memoria negli Atti della Societd delle Scienze (dei XL): Sulla teoria
della trasformazion: delle curve dv Bertrand e delle superficie pseudosferiche (t. XVIII,
anno 1913).




t

e ==

— 480 —
Di una superficie S, con un sistema di asintotiche a torsione costante,
consideri una particolare trasformata asintotica S’ per una By. La §
Ja S come trasformata per la By ed insieme alla S

S1

ammette, alla sua volta,
un sistema continuo oo' di tali trasformate, fra le quali una, che diremo S,
infinitamente Prossima ad S. Fra i punti di S, S, & stabilita una corri-
conserva le asintotiche e la curvatura), e noi indicheremo

spondenza (che
sgio da ogni punto P=(z,y,3)

7
o

come trasformasione infinitesima By il pass
di S al corrispondente P, = (x + dz , ¥ ~+ dy , s dz) di S;, ed in gene-

rale indicheremo col simbolo d le variazioni che subiscono le quantita re-

lative ad S in questa Bj infinitesima.
Volendo calcolare queste variazioni, cominciamo dallo serivere le for-

mole inverse delle (12), (14):

(12%) x — x! — £2(u) cos o (& cos @ - & sen @)
a=1[1-+ (sencd—1) sen®q | &' - (1 — sen ¢) sen ¢ cos @& |
. - cos o sen A’
(14* ¥ — (1 — sen o) sen ¢ oS @ &' - [1 4 (seno — 1) cos®g | & —
; — 08 o cos @A

A =— — €08 O Sel gcz' —j—- C0S 0 ¢cOS (ff 7‘;— sen oA’ :

poi osserviamo che. la S’ essendo fissa, sono nulle le variazioni d dei suoi
lementi. Variando quindi le (12*), (14*), si hanno dapprima le formole

dx = [*(u) cos o(e’ sen ¢ — & cos @) dg

\ de = )2(sen 6 — 1) sen ¢ cos g’ - (1 — sen o) (cos* ¢ — sen’yp) & +-

(16) —+ cos o cos gi'f dop
0 = }(1 — sen g) (cos*¢p — sen’y) o - 2(1 — sen 6) sen ¢ ¢os ’1‘5’ L

' ~-cos o sen gi'| dgp

r

0A = — cos o(ca’ cos P+ I3

sen ¢) dg .

che esprimono tutte le variazioni per l'unica dg.
Sostituiamo in questa ad o', &, A" i loro valori (14) espressi per «,
§,4 e poniamo inoltre

dp =K,

aove ) 1ne » « 3 IS > . . . .
love & ¢ una costante infinitesima e K una funzione di #,» determinata




— 481

a meno di un fattore costante. Cosi abbiamo

dz= &f*(u)cos o |sen o sen gpa — sen ¢ cos @& — cos oA} K
" \ de=  &{(senc —1) &+ cos o cos i} K
(17)
/ 0 = ]l —sen o) ~- cos o sen @il K
0Ah = —¢cosc («cosg -t Eseng) K .

Resta da determinare K, o meglio le sue derivate
difficoltd variando
tali (IV) e paragonando poi colle (17). Si ottengono

logaritmiche rapporto
ad #,v, cid che si ottiene senza le formole fondamen-

cosi le formole (1)

2 log K 1 +4seno | 4-seno
\ —— = *"7>~H,_.,\U(m(()(—~(m
U COS @ [*(%) cos o
(18) o
| 2log I sen o — 1
/ —_— ('u.\'(] :
W /(//) COS 0
Dopo c¢id concludiamo: Ogni superficie S. con un sistema di asinto-
I 9 perf eme

tiche a torsione costante, ammetie oo! lrasformazions infinitesime By in

superficie S, della medesima specte. Iissata la funzione trasformatrice ¢,
o c or s 8 ) . o

solugione del sistema (13), (13"), la trasformazione infinitesima By indz-

viduata dalle formole (17), (18).

8. Assoggettiamo ora una superficie S della nostra classe ad una suc-

cessione continua di trasformazioni infinitesime Bj, nelle quali manteniamo

fissa la costante 4. La superficie S percorrera una serie oo! di talj super-
ficie, che diremo un sistema $£2,(S), il passaggio da una qualunque S alla
consecutiva nel sistema avvenendo per una trasformazione infinitesima B

Q.

Per studiare analiticamente i

della S, mobile entro il sistema, per mez

variabile, e tutti gli elementi relativi alla S

(*) Si

1da

Varimno pe

che da

I esempio la seconda delle

linea, ¢id

seco
ALY ;
— (u) d
Jv 4
dda H, senw _,
L dA
du /%(u)

¢ si osservino le (17)

sistemi

la

20 di un parametro w, o

02,(8), fisseremo posizione
terza

)

IV) nella prima linea e la prima

(

(u)
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k
;

s
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diventeranno funzioni delle tre variabili «,»,w . Le formole (17) per le

variazioni si cangiano ora in formole di derivazione rapporto a 2z, e diventano:

L : - =
— — /*(u) cos o | sen o sen ga — sen ¢ ¢os & — cos gA{ - K
20

dex . )

— — l‘l\x'[] o —1)i& —f— COS @ COS 4 \’ KK

‘\ll'

Sen o) @ —— cOS O sen (//'v I<

8 0 ondizioni d’ integrabilita per le (IV*), paragonate con le
(LY), e nque nuoy azionl secuenti, da acoregarsi alle (11I):
K {1+ senc H,(1 sen o) :
— S C cos(@p — w 1
f COS @ COS @ ¥
i
K sen ¢ — 1
— — C0S ¢ Ko
Pl (%) coS O
111~
= — Sen ¢ H
=k — _ C0b ¢ K - = “(u) sen ( —_—w) K
COS G 7 ) g )
|
| J g/“(u)cos(lop — w) -
B8ORS
H
L ¢ ;
) ro che le (18) ed esprimono che il passaggio
. cutiva avviene per la By, cioé che si tratta di un sistema
€ cingue 1Inzion
L,H W, q K
41 / 4 (11814 1 *
d tdistano le (II1), (II1*), vengono ad essere identicamente sod-
ovv b condizionl di integrabilita per le (IV), (1V*), le quali definiscono
e LAY amente un sistema £2,(S).
) D ratta ora di

ésaminare piu da vicino il sistema (IIT), (I1I*) per
le cinqgu

Helont ancognite e vedere se ammette soluzioni, ed in quale

arbitra
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Intanto se le scriviamo ordinatamente nel quadro

oL 2H, y
\ ST [ \7A/':/(}Z)COE(H
DIA - 1 —senc _ DH] o ' 4
/ V) o &/.(7/)(‘050' Cos @ - K S0 ~—O'/ 121)5611((;—(:;)-1\
20,8 e [i@)iseuie
\ D" =T 5 H1
/ Dol By Sy o' [*(u) cos (¢ — w) ) .
w | H, \
(V)
K (14senc , B,(1 -4 sen o) —
w (| cosco O /2() cos & cos (¢ — wl\ K
K sen 0 — 1 .
/ K e L g K
U /(%) cos @
9 _ Hi(l+seno)
\ \ W [*u)cos @ LA i)
l 1 —senc
O
DU f(u) cos ¢ AU L,

vediamo che esse formano un sistema lineare di forma canonica per le cinque

funzioni incognite L. H, o, ¢, K le variabili principali sono
u.w i”'l I
v,w per H,,o

U

,v per o, K.
D'altronde se si formano dal sistema (V) i due valori di ciascuna delle
derivate seconde doppiamente principa

2L 2H, e ) K

Qdw T WA | WA T dURW T DU

si trova ogni volta che essi coincidono, in forza delle (V) stesse. Il sistema
(V) & dunque completamente integrabile, secondo Bourlet ('), ed ammette
quindi soluzioni dipendenti da cinque funzioni arbitrarie. Se prendiamo tre
valori fissi di #,»,w, siano p. es. =0 ,v=0,w = 0, esiste, in or-

dine al teorema fondamentale, uno ed un solo sistema integrale

(L.H,,w, g, K)

tale che:

per u=0,w=0 , L siriduca ad una funzione data di
per v=0,w=0 , H,.w si riducano a funzioni prefissate di ¢
ety — OO =— O (pF X' si riducano a funzioni prefissate di u

() Cfr. Nota n. 3

tennreontr, 1913, Val, XXII, 1" Nem 63




{

— 484 —

Resta da interpretare geometricamente questo risultato per 1 sistemi
9,(S). Delle cinque funzioni arbitrarie, una di queste e apparente dipen-

dendo dall'arbitrarieth del parametro =, il quale potra p. es. fissarsi in
guisa da rendere
K(0,0,w) (&)

Qosi in realtd: 7 sistemi 824(S) dipendono da quattro [fungion: arbi-
/rarie. Si riconosce subito il significato delle tre prime di queste. come

inerenti alla superficie iniziale w =0 nel sistema £24(S), la quale pud

quindi scegliersi ad arbitrio. Alla traiettoria #=0,v=0 e guindi ine-
|

ue che la traiettoria stessa non

ne arbitraria, onde se

rente la quarta fun
pud essere una curva qualunque. e resta da vedersi quale e la proprieta
oeometrica che la caratterizza

10. La risposta alla questione sopra enunciata si ottiene col seguente

teorema :

vV cislemi £2:(S) le [re Lo7rie eser e dai Singol punti delle su-
perficie S s wrve di Bertrand
Per dimostrarlo bastera calcolare gli elementi relativi a queste traiet-
torie (z0), che indicheremo colle notazioni consuete
(24 S A
1 ] =
D T T lue curvature. Dalla prima delle (IV*) abbiamo
)
= so. K. du
1d
10 ., =— Sén o s o — S ‘ﬁ"u\’,];‘, C0S O A
P | rmole di Frene
(94 <
e dal (IV*) stess
/ - [ SUu \ ) ( )
(1) cos { s u - .
or no (1 no) K¢ (xcos g ‘17:“'“”(/)
colle ana Oues isolvono e du
20)) o e
S é ( /s en ), con
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Dalle (19), (20) risulta ora
(22) Ay = &} €08 0'sen @ @ — ¢os g cos @& 4 sen ol |,

e derivando nuovamente rapporto a u

(21%)
) ‘ 91) (91% LAl :
Paragonando le (21), (21*), si vede che fra — , T sussiste la rela-

(5
zione lineare
= £COSO  sen o 1
(23) =]
; Ous s /()

onde le traiettorie () somo in effetto curve di Bertrand., Di pit si vede
che la famiglia a cui la curva di Bertrand appartiene resta la stessa lungo
un'asintotica # = cost, ma varia in generale, da un'asintotica all'altra.

Si osservi ora che le formole (12)
x' =z -+ [*(u) cos o (e cos ¢ + & sen g),

ove sl faccia « = cost, definiscono una superficie S’ trasformata asintotica
della S. e facilmente si proverebbe che queste oo' superficie trasformate S’
formano, alla loro volta, un nuovo sistema £2,(S"), che diciamo il coniugato
del primitivo £2,(S). Se le precedenti si scrivono sotto la forma

o= »%— &f%(u) cos o S

ne segue che le traiettorie (o) in £,(S') hanno comuni le normali prinei-
pali con quelle del primitivo £4(S), e sono quindi le loro curve di Bertrand
conlugate.

Le proprietd ora osservate sono un'evidente generalizzazione di quelle
stabilite in un precedente mio lavoro (*) pei sistemi £, di superficie pseudo-
sferiche, 1 quali si ottengono come caso particolare supponendo costante /(x),
indi o. Cosi pure le altre proprieta dei sistemi £, trovano qui una corri-

spondente generalizzazione, facile ad osservarsi.

(') Sustemt obliqui di Weingarten, Aunali di matematica, ser. 3%, tom. XIX (1912).
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Qui ritorniamo ancora sulla determinazione del sistemi 24(S) dalle con-

dizioni iniziali al n. 9, ed osserviamo che se, oltre alla superficie iniziale S

0o w=_0, si fissa la traiettoria (2c) descritta dal punto =10, v =0 come

y )

curva di Bertrand della famiglia (23), Verrd ad essere nota in funzione
1

di w la torsione — (per u=0 ,v="U) ¢ la (21*) fard quindi conoscere

5 ‘ ‘ “
®  Ma inoltre, per l'orientazione data in O=(U, 0,0) alla curva di
QW
Bertrand. sard anche fissato il valore iniziale li ¢ per o =0, onde verremo
a conoscere ¢ in funzione di 2 lungo la traiettoria stessa.
Possiamo quindi concludere
|

Un sistema £ (S) definito se i da | wodo arbitrario) una Su-

perficie iniziale S a traiet 1 Irand us o da un suo nunto O.

In fine moteremo che pei sistemi £4(S) stessi pud stabilirsi una teoria
delle trasformazioni, affatto analogamente come nel caso particolare dei si-
stemi obliqui di Weingarten. Fra queste trasformazieni figura come una
trasformazione singolare quella che da il passaggio da un sistema £2x(S)

al suo coniugato 24(S').

Matematica. - eoria no d Ariete (). Nota dell’ ing.

.. ALLigvi. presentata dal Corrispondente V. REINA.

CoLPI D I E IN RTURA
L'analisi del sistema fondamentale (9) (ved. Nota g 2)
(9) S1 = o= s Z0( 1
= - a = 20| ( )
che lega le e econcater 2
C £ Sel ncatena Gigpeail vd 1iterva y d ase. conduce a un
sistema organico di leso] e . < .
a organico di leggi e dei fenomeni di colpo d'ariete quando si assuma
(*) La I ;
7 a meltc 1 lica J ‘
Memorie d \ o I 11 volumi delle
L 1en tecenico. appari-
ra n A : . y apl
: del Colleg legli Ingegneri




