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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Meccanica. — Swz fenomeni ereditarii. Nota del Socio Viro
VOLTERRA.

1. Nella seconda Nota di questi Rendiconti dedicata ai fenomeni ere-
ditarii ho stabilito il primcipio del ciclo chiuso nel caso della ereditd
lineare (‘). Questo perd non & che un caso particolare della eredita generale.
Nasce quindi spontaneo il pensiero di trasportare il principio fuori del campo
della ereditd lineare. Mi permetto qui di esaminare ed esporre il principio
stesso nella sua forma pit generale. Questa ricerca conduce allo studio
delle proprietd invariantive delle funzioni di linee per speciali traslazioni
delle linee stesse. Percid dal punto di vista della teoria di queste funzioni
essa costituisce un primo passo nello studio generale delle loro proprietd
invariantive. Pur non approfondendo in questa Nota se non la parte di tale
studio che tocea la speciale questione del ciclo chiuso, resulta manifesto che
1 criterii qui adoperati sono suscettibili di notevole estensione.

2. Il concetto fondamentale dei fenomeni ereditarii consiste nel riguar-
dare lo stato attuale di un sistema come dipendente da tutta la sua storia
antecedente. Limitandoci al caso pit semplice in cui lo stato attuale (al
tempo ¢ =) di un parametro z dipenda da tutta la storia di un para-
metro y cioé da tutti i valori assunti da y nel periodo di tempo antece-
dente ad wx, avremo, scrivendo 7 = /(¢), che 2 dipenderd da tutti i valori
di /(f) per — oo < (=< x. Potremo dunque serivere

(1) s=FI[[/)].

) Sulle equazioni della elettrodinamica, seduta del 7 marzo 1909: vedi anche:
nche:

Sur le équations intégro-différentielles et leurs applications, Acta Math., tom. 35.
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Lo studio analitico dei fenomeni ereditarii & quindi strettamente col-
legato a quello delle funzioni precedenti.
Noi potremo rappresentare ancora z nel modo seguente:
Immaginiamo disegnata la curva C avente per equazione y — f(¢) nel-
I'intervallo (— o, ) (la curva punteggiata della fig. 1). Potremo valerci
anziche della notazione precedente (1) dell'altra

Noi supporremo f(Z) sempre inferiore, in valore assoluto, ad un va-
lore M, inoltre noi ammetteremo il postulato della dissipazione dell’azione
ereditaria, cioé che questa azione si attenua indefinitamente coll'andar del

Fig. 1.

tempo. Esprimeremo c¢id mediante la condizione ct
[(2) nell'intervallo (— oo y 1) ove z, < x (e mantenendola sempre infe-
riore ad M) mentre si conserva [(1) inalterata nell'iniervallo (x1,2),
il valore assoluto della variazione di

\e cambiando comunque

2 pud rendersi inferiore ad un
numero piccolo ad arbitrio, purche s prenda x — x, maggiore di un
certo valore.

8. E evidente che se noi cambiamo x, cioé 'estrerna ascissa della
curva C, o se cambiamo la funzione f(x) ossia la curva C, o se alteriamo
tutti e due questi elementi, z in generale cambiera.

Ma immaginiamo che il cangiamento contemporaneo di questi due ele-
mentl consista in una traslazione della curva C di ampiezza £ nella dire-
zione #. In altri termini invece della curva C consideriamo la curva (
(la curva a tratto unito della fig. 1) e poniamo

z—+h
§=TF|[C]=TFI|[ft— R)]| ().

(*) Notiamo una volta per tutte che in questa formula come in tutte le successive
t & la variabile compresa fra i limiti indic

ati sopra e sotto ad ogni singola formula.
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Varii casi potranno presentarsi:

1°) Qualunque sia / e qualunque sia la funzione /¢ = .
2°) Per speciali valori di 7. e qualunque sia /.3 = z.
3°) Qualunque sia % e per speciali funzioni /,z = z.

)

»
s .

4°) Per speciali valori di 4 e per speciali funzioni /, 2’
5') Qualunque sia / (eccettuato il caso ~=0) e qualu

nque sia [
non si ha mai 7' =z.

Diamo esempii di questi varii casi.

1°) Sia
N /(£)
e ‘,, 1 4_(J — ) dt
sard
, ‘f [(t—h) 7(%)
P — ST %% W £ dl = ‘ ————— . — 2
LR EEEE = 1+ (& — 2)°
20) Sia
,7. THU;I‘—J—‘—f,,‘//
- L 1R e [ G
Se

prendiamo s = 27n (n essendo un numero intero) avremo, qualunque
sia f, 2 =24/, mentre in generale questa eguaglianza non sara soddisfatta
per altri valori di 4.

3°) Sia

Se [ sara periodica col periodo 27, avremo 3’

= 3 qualunque sia #. In ge-
nerale no.
4°) Sia
nl "7 z(/(¢ — 2m) — [f(2)) + (sena + 3= UIE(A) )
ol i 1 F (& — 0)f
Se prendiamo h == 27n (n essendo intero) e /' e periodica col periodo 27,
sard ¢’ = 3. In generale no.
5°) Se
o [CEEet D
8 = O 5 R EURIAL
e 1+ (2 —1)*
81 avid 3 = 2z solo nel caso in cul sia A = 0.

4. Nel primo caso quando

v v h
FI[/ (O] =T|[/(t—h)]|.




Le

ossia 2 ¢ imvariante per tutte le iraslasioni di C nella diresione t (1),
si potrd dire evidentemente che F dipende solo dai valori assunti da f(¢)
non dal punto estremo z, cioé che F & una funzionale pura rispetto a f (7).
Dal punto di vista ereditario avremo in questo caso che lo stato in un
certo istante non dipende da questo istante, ma & caratterizzato solo dal
modo con cui si & svolta la storia anteriormente a questo istante, in altri
termini avremo la invariabilita delle leggi ereditarie attraverso il tempo,
cid che si esprimerd dicendo che in questo caso vale la invariabilita del-
Ueredita.

Esaminiamo ora il 4° caso, e supponiamo che sia

FI[/()]=1 )]
g m o
allorche T ha un certo va ore determinato e f(1) ¢ periodico collo stesso
= i ¥ .
periodo L' (come nell’'esempio considerato nel § precedente).
In questo caso avremo
) J = 4]
(7 =1 ( — ]\ 1 ( |7 8
7 essendao un numero intero ’J‘liilr“i‘\il“.
Potremo uind | 3 A e/ )
1 10 quindl dire he 3 nvariont wuite ¢ trasSitasiont /[I'/
ampreza T parallele o ¢ che riconducono la curva C sy se Siessa. 0ssia

che

A",‘.!‘,"l" T allorche

e J»cl‘ifnlln‘:l collo Stesso periodo.
: Consideriamo y e s come l'ascissa e 'ordinata di un punto del piano;
facendo variare x questo punto percorrera nel caso attuale un ciclo chiuso
*"':'U moto plf['iw]ln’u di '[u'mn{u s Potremo q 1indi caratterizzare [{”t'it” caso
dicendo che in esso sj verificano le condizioni del ciclo ehiuso col periodo T.

5. Vogliamo ora dimostrare il teorema: Se le condizioni del ciclo

C/‘ZZ'(/S// SOno verificale S . 3
feeaee per uLee perioaz, vake Lla invariabilila della ere-

dita, e reciprocamente ¢» 1 : i ik
107 ) I Liente s DalLe a invariabilila del (/v,,,/(//, /L’ (."//1"//;//‘;/(/,
ael ciclo chiuse , Ry ]
) o verificate per wtti i weriodi (2,
b
Ao 108 tri casi
ciare o »
; ] parole introdotte prece-
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Supponiamo che

goddisfi alla condizione del ciclo chiuso. La curva corrispondente a y=/[()
sia C (la curva disegnata a tratto unito nella fig. 2). A partire da » — H,
fino a — oo alteriamo /(¢) in modo da renderla periodica col periodo T,
ma conservandola inalterata nell’intervallo (z — H,,z). Chiamiamo /()
la funzione cosl cambiata, e denotiamo con C, la curva corrispondente (la
carva punteggiata della figura, coincidente perd nell'intervallo (z — H, , z)
colla linea a tratto continuo).

! 9

Fic. 2.

Poniamo

Ma F|[Ai(0)]|=TF|[C.]| & invariantiva per tutte le traslazioni di C, di

ampiezza T, quindi
— I"
PILA()]| = FILAW]],
e e
€ per conseguenza
! — T,
(3) FILAO —=F|[/(0)]|| = o .

X

(H<&Ty)

fino a —o e da @ —T, fino a -4 oo rendendola periodica col periodo

Ty < T,, ma conservandola inalterata nell’ intervallo (e—T,—H,,2—T,).

Cio premesso alteriamo la funzione /,(¢) a partire da # — T, — H,

Denotiamo con /5(¢) la funzione cosi cambiata. La curva corrispondente sard
Oy (la curva tratto e punto della figura, coincidente perd nell' intervallo

(¢ —T, —H; , x—T,) colla curva punteggiata).




Se noi seriviamo
_— o
FI[A@] —F |[/0)]|| = o
— 00 oo
a cagione delle (3) avremo

S = ']"
OIS AT | EX S

Ma F|[C.]| é invariante per traslazioni di C. di ampiezza T
guenza

24 per conse-
—T,4-T, =T,
F|[/f()]l=F|[/(D)]].
— C o0

onde, posto T, — T, =1,

=)
(4) Fi[f@)]—F ‘[7/;(;\] =0, +}o0,.
— o |
Supponiamo ora di dare alla curva C una traslazione — 4 nella dire-
zione /. Essa diverra (' la quale coincidera con C, da z—24 fino a
2 — A —H, poi in generale se ne distaccheri fino a — oo (sard la curva
Tappresentata con stellette mella figura, coincidente perd nell’ intervallo
(# —4—H,, 2z —1) colla curva tratto e punto). La C' corrispondera evi-
dentemente alla funzione [(z - 2).
Pongasi
[ r— 4 =
(.‘")) ‘F L/"-’HU_F‘/“‘F)'” ‘:0’4,
— OO 0

o ;
Combinando la (4) e la (5) resultera
: /i
F[/‘(Z’J—Fl[/‘f‘;‘/.—'J = »‘—‘—(TV—}—O‘_‘.
— o0 —
Ora & in nostro arbitrio scegliere H, e H,

e quindi, in virta del postulato dell
. 0, possono rendersi tanto piccoli

tanto grandi quanto ci piace
a dissipazione dell'azione ereditaria o, ,
quanto ci piace. Se ne deduce che:

7 )
F [/'W]— (4 A)]|=0,

e siccome anche 4 & ip nostro arbitrio, cosi la eguaglianza precedente sus-

sisterd qualunque sia 4. come si doveva dimostrare.
La proposizione reciproca si dimostra

immediatamente, osservando che,
seuna F([C]| & inv:

ariante per una traslazione data alla curva C, qualunque
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sia questa curva, sara pure invariante, allorché C & periodica con un pe-
riodo eguale all'ampiezza della traslazione.

Possiamo dunque concludere che, in consequenza del postulato della
dissipasione dell azione eredilaria, la condizione del ciclo chiuso per qual-
siasi periodo e la invariabilita dell'eredita sono condizioni equivalents.

A questo teorema fondamentale nello studio dei [enomeni ereditarii ds
qualsiasi natura daremo il nome di PRINCIPIO DEL GICLO CHIUSO.

Osserviamo che esso vale anche quando [(¢) o F(x) sono discontinue,
nel qual caso il ciclo é discontinuo.

6. Deduciamo alcune conseguenze da quanto & stato stabilito.

x
TeoreMA 1. — Se F([/(2)]| soddisfa alla condizione del cicio
=100,

chiuso ed ¢ continua ¢ derivabile rispetto a [ si avra

/—-:t—‘h 7
F'I[F(¢—h) , £+ k| =F'|[£() , &]

- 00

ove il parametro contenuto nella derivata denota il punto in cui

st 8
esequita la derivazione.
Prendiamo ¢(¢) finita e continua e tale che
() =0 per / compreso fra — oo e — %
m > @(t) >0 per ¢ compreso fra —% e /
@) =0 per £ compreso fra 4 e oo,
ove £ > 0. Sia
k
| ([l“ al=Ia".
-k
Poiché¢ F soddisfa alla condizione del ciclo chiuso, avremo
¢+ h
FIL/C—R) + ot —&—h)]|=TF|/ (2 + ot — &)]
quindi
z -+ h ¢4 h
PIL/(6— B) + @t — & — B)]|— BT/ — )]
— 00 — oo
: e
FILf ()4 ot — 8] — FI[/(1)]
SECEL L g L

e passando al limite per 4 ed m tendenti a zero, resulteri

h

B [F(C— B E 4+ W] =T'|7(0), £]).
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In modo analogo passando alle derivate successive si trova la relazione

:—'r—// K
FOIlf(t—h), &+ R &+ R, bn + 1| =F"|[/() , & St Sl
- 00

-— 00

Si dird che una funzione @ dipendente da /(/) e da 7 parametri &,

£, , ... £, soddisfa alle condizioni del ciclo chiuso, quando
B g R e el i P
wLu—m.g+ng,+wm§Aw]:w[ﬂng“nwfm
— (0% — o0
onde il

Corollario 1. Se una funzione soddisfa alla condizione del ciclo

chiuso vi soddisfano anche tulte le sue derivate.

Abbiasi
@M PO = | Fuz|&) /(&) dE+
s s
1 ‘.:r ‘fJF ¥ o A i
-+ T ) 2(2| &1, &2) [(&1) [(S2) aS1 ds2
| ] @ ra s
—T.+ 7! ’ , ‘ Fn(:" vEI!EJ'-"»EHV) /'51)/‘5“)’/‘:’ ’/£ +

in cui F,(z|&,,&,, .. &,) & simmetrica rispetto a & ,&,,..&, e in valore
assoluto inferiore a

n!.Me ,&,...8,
B (QFz—E)u(ltao—"F).(1Fo—&) =’

M,s,s
allorehe /(7)) <R & continua, e avremo

2y ... R, essendo numeri positivi. F sara determinata e finita

)
]‘(m_[_/(” ’ :51 ) Srﬁ y oo ;cn ‘f(l):u == Fn(‘f 51 ) ‘52 g s 571
0o

dunque, in virth del corollario precedente, se F soddisfa alle condizioni
del ciclo chiuso sara

Fo(w 4 bl &b, &ty bn h) =TFu(2|& , &2, o En)

¢ quindi

orr

- el :
l‘n(sf}vfl &, S =R, (z—& ,2—&,..0—
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La proposizione reciproca e evidente onde il

Corollario IL. F necessario e sufficiente afinche la funzione ()

soddisfi alle condizioni del ciclo chiuso che

F(z|& , & &) =Fiz—8& ,x—&, =03
7. Supponiamo ora che
M

P/, 8| < ————

M ed ¢ essendo quantitd positive e che siano soddis fatte le condizioni affinché

(I1) oF j/.‘/JJ = . F’ f/\/l.:" of (&) d&

ve =00 0

allora potremo dimostrare il

/4

Teorema II. — Se la derivata prima di F |[/(¢)]| soddis

diziont del ciclo chiuso e F |[f(¢)]ly— € costante r

20

F [/(Mj soddisfa essa pure alle condizioni del cicle

— o

Infatti, posto

sara

4k

@), Ell=F|[f(t—h), £+ K]|— F [/

W) - 5=0

0

quindi @|[/(¢)] & indipendente da /(¢). Ma preso /|
00
resulta nullo, qualunque sia a2, per conseguenza @ ¢

F|[/(t—k)]|=F|[£(0)]

X

come si doveva dimostrare.

(*) Il prineipio del ciclo chiuso quale & enunciato nelle Memorie 1

citate & un caso particolare di questo corollario.

Rexprcontr. 1913, Vol. XXII, 1° Sem.

pi=1(aD {7/"(‘,')

S/a acle con-

00

/‘\'//w//// ad a. allora

/‘///,//.\'17:

JIfthy=o0
o0

sempre nulla, d'onde

wecedentemente




TeoreMA ILI. — Se F|[/(¢)]| soddisfa alle condizioni del ciclo chiuso
Qo

3 ; e £ ( ' [Lnue
e alle (6) e (II) e [(¢) e le suc erivate prime SON0 [finile contirue,

avremo

da = AR e '
Infatti
) = F|[/(0)]|— F|/(¢+ m)]|=F|[ - F[[/(®)]
& 0 X X
+ B[/ ()] —1 (L4 4)]
quindi
w~>v‘Tl ~ T nire al Nl 204\
F i_/l/r]—[‘»,l" B/ @+ )]l — F(l7()]
= =D e
h - /i

e passando al limite per /4 =0

IR

1a 18 = =

8. Abbiansi le funzioni

| 2

(7) F, I:f‘(/)] = fi(x), Bs|[£(1)]| = Fs (), ... B, |[£(#) — /A[09))
oo

Noi possiamo da esse formarne infinite altre

®) oo/ = P

e cosi di seguito. K facile dimostrare il

seguente :

TeorEMA IV. — g
2 h
F"/”—]’J]:“[/""'; SIS Jonll= 10, [/(/)]
- ® ’ Lo S

avremo anche

-+ h

F; s [/‘(‘/‘

-R) || =TF;|[/(¢)]




Infatti sara

(LA (011 = fi(2)

B |[/(t — W] = fule — h).

—®
Ma
P, ‘://;u;:"},)'l — Ty /,\"“«)]
quindi X :
v, , /(¢ ;’/HJ —F.,|| /(/)J

come si doveva dimostrare.

I facile riconoscere che questa proposizione vale anche senza che sia
soddisfatto il postulato della dissipazione dell'azione ereditaria. D’altra parte
si riconosce che se F, F,, .. F, sono continue rispetto a f(/) ed esse sod-
disfano al postulato dalla dissipazione dell’azione ereditaria vi soddisferanno
anche le F; ;. Potremo quindi enunciare il

Corollario. Il sistema delle [unzioni (7) continue e che verificano
alle condizioni del ciclo chiuso e di tutle quelle che possono ottenersene
colle operazioni (8) formano un gruppo.

Chimica. — Azioni chimiche della luce. Nota XXV del Socio
G. Cramician e di P. SILBER.

AvuTossipaziont 1V.

Le esperienze che descriviamo in questo capitolo riguardano il contegno
di aleuni acidi organici nell'ossidazione spontanea alla luce, senza l'inEer-
vento di altre sostanze. Recentemente C. Neuberg (') e A. Benrath (?) hanno
pubblicato interessanti osservazioni sulla ossidazione di alcuni acidi alla luce
in presenza di sali d'uranio e di sali ferrici. Di queste osservazioni abbiamo
tenuto debito conto.

Gli acidi da noi studiati finora sono quasi esclusivamente ossiacidi, che
g¢i alterano alla luce in presenza di ossigeno senz'altri interventi, con rela-
tiva facilitd. Abbiamo peraltro fatto qualche osservazione anche con gli acidi

(Y) Biochemische Zeitschrift, vol. 13, pag. 305 (1908). Vedi anche le esperienze di
Fay, R. Meyer's, Jahrbuch der Chemie, 1906, pag. 504 ¢ 508, ¢ di Wisbar, L. Annalen,
vol, 262, pag. 232.

(%) L. Annalen, vol. 382, pag. 222 (1911).




