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Meccanica. — Corrente rapida con brusco salto sul fondo.
Nota di U. Cisorti, presentata dal Socio T. Levi-CiviTa.

Questa Nota chiude una serie di questioni, di cul sto occupandomi da
qualche tempo. Si tratta dell'influenza che hanno forme particolari del
fondo di un canale, sull'andamento di una corrente rapida ().

La forma particolare che intendo studiare ora e quella indicata in figura.

Come si vede il fondo presenta un salto brusco. L'appellativo rapida,

attribuito alla corrente sta a significare nel caso attuale che la sua velocitd

h altezza del salto,

1/2g%
¢ accelerazione della gravitd) per cui del rapporto —=— sono trascurabili
7

assintotica ¢ e abbastanza rilevante rispetto a {/2¢h

le potenze superiori alla prima. Allora la gravita non ha infiuenza sensibile
sul moto della corrente (*) ed il problema pud al solito, condursi alle qua-
drature. La valutazione di queste quadrature esige in generale 1'impiego di
trascendenti ellittiche, in modo piuttosto malagevole, e punto comodo per
ricavare gli elementi piu notevoli del fenomeno (forma del pelo libero 4).

Diviene particolarmente spedita quando il salto é abbastanza piccolo. In
: : h : : : ;
modo preeiso quartdo il rapporto 0 (H e l'altezza assintotica del pelo li-

bero sul fondo, sia a monte che a valle) puo trattarsi come quantita di

(") Sullintumescenza del pelo libero nei canali o fondo accidentato, questi Ren-
diconti, vol. XXI, 5 maggio 1912, pp. 588-593; Sulle vnde superficialy dovute a parti-
colare conformazione del fondo, ibidem, 1 giugno 1912, pp 704-708; Onde brevi causate

da accidentalita periodiche del fondo, ibidem, 16 gingno 1912, pp. 760-764 ; [ntumescenze

e depressioni che dislivelli del letto determinano in un canale scoverto, ibidem, 6 aprile
912 1 rv 7
1913, vol. XXII, pp. 417-422

?) Cfr. loc. cit.
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primo ordine. Si hanno allora per il pelo libero 4 le equazioni parametriche
seguenti:

ik i
(I i Q—T—‘rrm(‘,tgg]

T - T
1 = CPT S = =

4

il sistema di riferimento essendo quello indicato in figura.

. - . /[
La linea 4 ha un flesso sul livello medio (wttu y=H-| —;) spostato
) - 8SH L ! : 2
dalla soglia verso valle di = log —, 5 essa @ inoltre simmetrica rispetto a
7 (3
i 4 ? : . 1 K A
questo punto, dove presenta pure la massima inclinazione 5 H sull'orizzonte.

1. Introduco, al solito, le componenti # e » della velocita, il poten-
ziale di velocita ¢, la funzione di corrente ¥ e pongo

» 9=/

w ed /', funzioni di 2, sono legate fra loro dalla relazione

(1) rt+iy=z , u—iv=w
(2) =W,

Assumo la velocita assintotica ¢ = 1. Colle solite posizioni
(3) s=z(f) , [f=iH+ log ——

il campo del moto si pud rappresentare conformemente nel semicerchio

'::f—z":“{l =R 0R ()

Allora chiamando ¢, un punto della semicirconferenza |&/=1 . » > 0.

o | |
S8 s =11

sy |

la seguente relazione ¢ 1'integrale generale che corrisponde ad un salto di
ampiezza qualunque, nelle supposte circostanze (?):

’ oo |/ EEII=RET
(§ — &o) (1 —28)
(*) Cfr. Colonnetti, Sul moto un liqguido in un canale, Rend. del Cire. Mat. di
Palermo, 1911, tom. XXXII, pp. 51-87, § 6.
(") Cfr. Cisotti, Vene fluenti, Rend. del Cire. Mat. di Palermo, 1908. tom. XXV,
pag. 145, formula (37°), in cui si faccia: n =23 , $, =0 , 9, 77:—;_ F=0: &1 =10,

{s =1 e si tenga presente che w i

i, S
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Tenendo conto di (2) e (3) e notando che a z=0 corrisponde z =1,

|
| .
) si ha
! . 4H % de =
| (5) §=—| = e
l r Jr 1 -—¢°
w relazione questa che definisce il punto s del piano del moto da coordinare
\ C a1 . > . .
ad un punto ¢ del piano ausiliario. In tal modo le (4) e (5) risolvono il
yroblema propostoci, qualunque sia l'ampiezza / del salto, che & legata
I prog | | ¢
a £, dalla formula seguente:
o AH RSN (& —G&,) (1 —12&)
(0) (= ‘ e = % e
0t | g= v>4"(‘1">»>‘

Gli integrali che compariscono nei secondi membri di (5) e (6) si pos-
sono esprimere mediante trascendenti ellittiche.

Mi limiterd ad assegnare la forma del pelo libero 2 quando % & ab-
bastanza piccolo rispetto ad H. Il caleolo degli integrali accennati conduce
allora rapidamente ad espressioni definitive ed esaurienti.

2. Sia ¢, l'argomento di {,: si abbia cioe {, =¢'’0, e poniamo

T
Gy==— — &,
>
| : : : :
designando ¢ un numero di cui sono trascurabili le potenze superiori alla
prima. Poiché per tale ipotesi e {, =17+ ¢, la (5) diviene
g AH | a (e L Een == s Cin
7 e ==l '1_;\1 =1
che, integrata, porge
1 &
: 14+ —&(1 —7)+ ] — ——
= _)f{ = —1 ! : —_ 7
B\ (1 — “ —_ 0o T —
| T il 1 1 -
-1 &( — — mn
4 ] {—1
| 1 ; 3
I ] ——&(1+7)+ ] —— -
| 4 ) iy
! — \u:‘ — = +
I F
1 —=&(1 47) — ] — ———
l| 1 ) F—§
1 .
]—12. | l | — —
P il
-4 = log > g
S -
2 ] s
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Bquaziont parametriche del pelo libero 4. — Per far descrivere al-
I'affissa z il pelo libero, bisogna che ¢ percorra l'asse reale; precisamente
quando ¢ varia da 1 fino a — 1 si deserive 4 dall infinito a monte fino
all'infinito a valle. Se si nota che, essendo { reale e quindi [ —i|= 1,
si ha

dalla (7). ponendo s = -7y e separando la parte reale dalla immaginaria
si hanno, colla voluta approssimazione, le seguenti equazioni parametriche
di 4:

i

[y=—": 2 arctgt |
7Sy

Per esprimere la costante ¢ in funzione di %4 e di H. basta notare che
per {=1 (che corrisponde al punto all' oo a monte) dev essere y=H + k.

Dalla seconda di (8) scende allora

9 =
() S

Dalle (8) si passa cosi, senz'altro, alle (I) sostituendo ad & la sua espres-
sione ('-').

Dalla seconda di (I) scende che per { = —1 (corrispondente al punto
all'oo a valle) ¢ y =H . come era evidente a prior:.

Inclinasione del pelo libero. - Inclinazione massima. - Flesso. —
[’angolo ¥ che la tangente al pelo libero in un generico suo punto forma
coll'asse 2, contato positivamente fra 0 e n nel verso z —>y, & definito,
mediante il parametro { nel modo seguente :

3 = ¢ log w = = log

A, ( : :
Poiche {,=1i¢+e=17+ j Avremo colla solita approssimazione
h 2
$=——31——= ¢
2H ( Gat=uls)

Da queste apparisce che quando { varia da 1 fino a 0 ¢ decresce da 0

(') Va da sé che, pur limitandosi ai termini di prim’ordine in & un tale sviluppo

non ¢ legittimo in un campo che contenga il punto t.

e ——
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1 h 1 A
kg H 2 H
tino a 0. Per { =0 il pelo libero presenta dunque un flesso. Basta porre

fino a e quando { varia da O fino a — 1 ¢ cresce da —

di conseguenza { = 0 nelle (I) per averne le coordinate. Si ottiene

h 8H . h
R ]\\g = A .7/ = H = :)' =
T /) &

E h
[l punto di flesso si trova sul livello medio (j/= H +.)) spostato

dalla soglia verso valle di log

Dalle equazioni parametriche (I) ovviamente si scorge che il pelo li-
bero 4 & simmetrico rispetto a questo punto.

Matematica. — Sugl/ integrali doppii. Nota di Guipo FusinI,
presentata dal Socio (. SEGRE.

In una Nota pubblicata in questi stessi Rendiconti (aprile 1907) ho
dimostrato nel caso pii generale che, se f(z,y) & una funzione definita
in un qualsiasi campo ¢ del piano z ,y, allora (') vale la-

(1‘ ' J & "//i aoi=— . v/"/ l/",/‘ . _/,) da
(o) o .

juando esiste il primo membro (e per consequensa anche il secondo). Ho
cosl dimostrato che 77 ogni caso un intecrale superficiale si pud (ammesso
naturalmente che esista) trasformare in un integrale doppio. Sorge spontanea
la domanda se sia vero il teorema reciproco; se cioé sia lecito serivere la
(1), gquando soltanto si sappia che esiste il secondo membro, se cioé in ogni
caso un integrale doppio sia uguale a un inteerale superficiale. Questa do-

manda include in sé 1'esame dei casi pit importanti, in cui ¢ lecito tnver-
tire Uordine delle wntegrazioni.

Ad essa non mi @ riuscito dare risposta, che supponendo nota a priori
la misurabilitd della 7(z . y) (*). Per funzioni f(x,s) non misurabili evi-

dentemente la (1) non ha significato; e del resto la limitazione cosi posta

') Qui ¢ nelle secuent

pagine e sempre sottinteso che un campo, a cui si estenda

ma integrazione, sia misurabil imitato
(*) Resta cosi ancora posta la domanda se una funzione z , 1) misurabile come
funzione della e misurabile come funzione della y sia anche superficialmente misura-
bile; o pit semplicement un gruppo di punti del piano (y,2), di cui sia misurabile

1'intersezione con nna parallela all’uno o all’altrc degli assi coordinati, sia anche super-

ficialmente misurabile



