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tino a 0. Per { =0 il pelo libero presenta dunque un flesso. Basta porre

fino a e quando { varia da O fino a — 1 ¢ cresce da —

di conseguenza { = 0 nelle (I) per averne le coordinate. Si ottiene

h 8H . h
R ]\\g = A .7/ = H = :)' =
T /) &

E h
[l punto di flesso si trova sul livello medio (j/= H +.)) spostato

dalla soglia verso valle di log

Dalle equazioni parametriche (I) ovviamente si scorge che il pelo li-
bero 4 & simmetrico rispetto a questo punto.

Matematica. — Sugl/ integrali doppii. Nota di Guipo FusinI,
presentata dal Socio (. SEGRE.

In una Nota pubblicata in questi stessi Rendiconti (aprile 1907) ho
dimostrato nel caso pii generale che, se f(z,y) & una funzione definita
in un qualsiasi campo ¢ del piano z ,y, allora (') vale la-

(1‘ ' J & "//i aoi=— . v/"/ l/",/‘ . _/,) da
(o) o .

juando esiste il primo membro (e per consequensa anche il secondo). Ho
cosl dimostrato che 77 ogni caso un intecrale superficiale si pud (ammesso
naturalmente che esista) trasformare in un integrale doppio. Sorge spontanea
la domanda se sia vero il teorema reciproco; se cioé sia lecito serivere la
(1), gquando soltanto si sappia che esiste il secondo membro, se cioé in ogni
caso un integrale doppio sia uguale a un inteerale superficiale. Questa do-

manda include in sé 1'esame dei casi pit importanti, in cui ¢ lecito tnver-
tire Uordine delle wntegrazioni.

Ad essa non mi @ riuscito dare risposta, che supponendo nota a priori
la misurabilitd della 7(z . y) (*). Per funzioni f(x,s) non misurabili evi-

dentemente la (1) non ha significato; e del resto la limitazione cosi posta

') Qui ¢ nelle secuent

pagine e sempre sottinteso che un campo, a cui si estenda

ma integrazione, sia misurabil imitato
(*) Resta cosi ancora posta la domanda se una funzione z , 1) misurabile come
funzione della e misurabile come funzione della y sia anche superficialmente misura-
bile; o pit semplicement un gruppo di punti del piano (y,2), di cui sia misurabile

1'intersezione con nna parallela all’uno o all’altrc degli assi coordinati, sia anche super-

ficialmente misurabile
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al nostro risultato non ha alcuna importanza per le applicazioni, perche
nessun algoritmo analitico pud condurre a funzioni non misurabili.
Nel campo poi delle funzioni misurabili la risposta che si da alla
nostra domanda & cosi semplice e fors'anche notevole, che sono indotto a
pubblicarla in questa Nota. ,

Consideriamo 1 due integrali, che ficurano nella (1)

DO

X

Q
eSS

(3) l '/.’/ |/(_l','//)’/,/ g ’
Jo - (

11 primo di essi gode di una proprietd (immediata conseguenza della defi-

|
nizione di integrali del Lebesgue), la quale, come vedremo con esempii. |
non e sempre goduta da (3), che si enuncia cosi: Se esiste 'integrale (2). |
esiste anche y'./r////v(/"!l//’ della [\, y) esleso a un y//l///(Q/.(/S, (misurabile)
gruppo di punti o' subordinato Z 0. Qlll‘\f‘d l'l'lrlll‘iL'[fl costituisce appunto
il nocciolo del nostro problema, come risulta dal secuente
TeEoREMA. — Condizione necessaria ¢ sufficiente affinche inteqral,
r/’(/jr/r/'/ | r,/'// l ( A_//I ax di una funzi misurabile J'\, . Y) estest
campo limitato e misurabile ¢ si possa considerare come inte >
nerficiale ' fdo della [ esteso a o, ¢ che esista lo ‘//// { Fda sStes
’ a JO
Wi '/w//v\,,/‘\-, campo (misurabile) o' parziale di o. Cioe, allo ¢
soltanto che ¢ soddisfatta questa condizione:
1°) esiste l'integra lo della [ esteso a o, e quindi (per i ri-
sultati della mia Nota citata)
; {
2°) esiste anche ['altro integrale dovpio | da ‘ f(x. ) dy
y i /
3°) lintegrale Superficiale, e i due integrali donwm;; citati s

uguali tra di loro. B quindi in particolare nel calcolo degli integrali doppii

/

S PuO nveriire lord ne Leille tnlegrasioni.
Resta cosi completamente trattata la questione di sapere fino a qual
punto sieno equivalenti i due concetti fondamentali del calcolo di « 7steq

v/v}(l!//{v( » o di « 2nf vr/"f//s Supei /”/'("’1//4 ",
Daremo infine esempii di funzioni, per cui, pure esistendo un integrale
doppio esteso a un campo ¢, non esiste il corrispondente inteorale superfi-

ciale, e i due integrali doppii non sono uguali fra lovo.

Renbp1conTI. 1913, Vol. XXIL 1" Sem
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importante notare che la esistenza di | dy ‘,/‘w.r..//)(/‘r porta di

J
|

g
) sonseguenza 1'esistenza dello stesso integrale esteso a un qualsiasi (misura-
) bile) campo parziale ¢’ di ¢ in casi molto ampil: quando p. es. la [(2,y)
| limilata, od anche piu generalmente quando la [f(z,y) ha sempre lo
sso segno (o tale diventa con l'aggiunta di una opportuna costante, ossia
[ (z,y) é limitata in wun verso). Per tali funzioni dunque /g
€818 120 | (/] (& ., Y) da (S SiSta ',"’/Z[U(}/'(l//‘ Super-
IO ¢ 8 ,,r,‘, ( 17 A eqra /‘//)[U/U, € /ry’/'(‘/L/‘ Sia
71 ; ) WP ( ) 7 ) 7 delle /;///‘!//'//J/IM/
Dimostriamo il teorema enuneciato. Supponiamo esista
| | )
he esista pure |dy | fdx estes (ualsiasi campo subordinato o
S1ano p, 2 1 due gruppi di pu lel campo o e la f(x,y) @ rispettiva
nenté non ninore, oppure minore di 0 A00 Gy, Py Ay I"insieme dei
unti di o, oppure di ppure di #, ove il valore assoluto di /(z,y)
non supera lii];ig‘:u Dosif 7
won (»,7%),( Y (1 / ece tendia ) il gruppo del Pl”lti co
nini una rett: / = COSt [ | o1 7 1l gruppo =, oppure al
gruppo py, ec
Dall'esistenza supposta di | dy ( / i ricordi che p €& un
gruppo di punti suby d1 o) segue che j una retta generica y = cost
‘10€ per ognl retia y = cos 0 )11 wworegato di misura nulla
11 tal1 rette)
|
! f |
2 J ! y) dx (')
I (Juinai
(! ‘ 2y | f( ) = / { I 2 b —
| flz,y) de |dy .
| Dy 1 g
7)) Q Za ne 1 definizione di integrale del
:

. -
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Poiché p.+, contiene p,., e la f(2,) & in p non necativa, lo

‘ Tt ‘//‘) dr

(pr.Y)

e una funzione della o, che non decresce al crescere dell indice 7. Quindi
nella (6) e invertibile il segno di integrale col seogno di limite. cosicché

(7) | dy ‘ f(z.y) dz = lim | dy ' f(z,y)de =

(pryy
= lim ‘ dy | f(x, y) da .

Poiché in p, la f(2,y) é limitata, per il teorema della mia Nota ci-
tata, 1'integrale del 3° membro della (7) vale 1 integrale superficiale

| f(a ,y) do della f(z,y) esteso al gruppo p,. Cosicche:

(8) ‘ (/‘// ‘/(/ y %) dz = lim | f(z,y)de
J(p) . 0,)

ossia, per definizione di integrale superficiale,

| dy |/",’ ) doe = | f(z,y)do.

n)

Una formula analoga si dimostra per gli integrali estesi al eruppo di

punti z. Sommando, ed osservando che p—+n=oc, si deduce il nostro

teorema.

Osservagione. — Se mnol senz’ altro applicassimo allo stesso camp
le considerazioni teste svolte per il gruppo p, vedremmo che per dimo-
strare la

f(x.y)do= | dy | f(a,y)

o O

n(‘H.//m/n\ﬂ' che esista il secondo membro. basta provare che

lim ‘v/// | [l 7)) do = | [lim ‘ fla,y) /‘,]
—00 A=) A p—d0 (G,

nell'zpotesi che esista il secondo membro. Siamo cosi ridotti ad un problema
y

di invertibilitd dei segni di integrale e di limite, cioé a un problema iden-

tico al problema dell' integrazione per serie, che ha avuto una trattazione

completa per opera del Lebesgue. di B. Levi, di G. Vitali.

e, IO

-
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Puo essere interessante il notare con esempli come possa esistere 1 in-

tegrale doppio | dy | f(x,y) dz esteso a un campo ¢ senza che esistano
& A

gli integrali analoghi estesi ai campi parziali, e quindi senza che esista il

corrispondente integrale superficiale | f(x,y)do. Proveremo pure che in

tale caso mon & generalmente lecito invertire l'ordine delle integrazioni.
Questl esempil serviranno anzi a porre in giusta luce il nostro risultato.

Sia ¢ un rettangolo con 1 lati paralleli agli assi coordinati: dividiamo

i lato g parallelo all'asse de

Innnit segmentinl Gi1y92.0s e
il primo dei quali sia la meta di g. e ciascuno dei segmenti g, sia con-
tiguo al precedente ¢,_, ed abbia una lunghezza uguale alla metd di quella

di gy_,. Dividiamo sorrispondentemente ogni corda di o parallela a ¢. Indi-

chiamo con g, anche la lunchezza d P e ¢on
U, = W, (v W S \it)
Ina serie convergente ma no tegrabile mine a termine, pure essendo
le Y(y), Y,(y) funzioni integrabili definite per i valori di y corrispondenti
a punti di o.
Costruiamo in ¢ una funzione f(z.#) co juesta legge. In un punto
di 0. la ecui proiezione su de entr 1l valore della f(z,y) sia
1
Ww(y): il valore di f(a 1 puanto di g, la Ccul proiezione su ¢
separi due segmenti consecu 1 i s1a arbitrario. In altre parole flx.y)
1
valoa Wi(y) dentro il rettancolo : te per base il segmento g¢;, e
per altezza 1'altezza di «
S1 trova facilmente
“ [ (x s —a))5{( Woly) 4= — WYW(y)
o A |
)
‘ / | fd — ;:_/;‘ ) —+ Woly) <= U du s |H,"//)'/’/
‘(/1/ Y) do = lim | f(z . y) do —
5 el oy
10)
=21 4 !
— ]im L Vdy | f(a Y ) da lim > | wi(y) dy.
= T g SAE A

T
La (10) S1 puo scrivere soltanto

ammellendo che ne esista il primo
memoro. B similmente

S1 Trova

(o,

_—
| Hz,y)dy = l¢l4,/){/_,,

Ji
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ammesso che il valore costante dato alla « appartenga al segmento ¢;. Se
ne deduce

(11) | dz | f(a.y)dy = > | wily) dy,
. 1T

g Jao,mr)

ammesso che il primo membro esista.

Ora dalle nostre ipotesi segue che, pure esistendo il secondo membro
di (9), possono non esistere i secondi membri di (O El quali, pure
esistendo, possono essere distinti da quello.

e

]
f
Pud dunque benissimo avvenire che non sia lecito invertire 1'ordine |
delle integrazioni, od anche senz'altro che non esista I"integrale superficiale |
della f(z,y).
Matematica. — Coppie di superficie coniugate in deforma- :
zione. Nota di MAURO PICONE. presentata dal Socio L. BIANCHL.
1. Il Bianchi (*) dice che due superficie S e S, sono coniugate in defor-
masione quando & possibile porre tra i loro punti una tal corrispondenza
che ad ogni sistema di linee asintotiche attuali o virtuali sull una corrisponda
sull’altra un sistema di linee parimente asintotiche attuali o virtuali.
I due problemi di deformare la superficie S oyvero la S, sono da ri-
guardarsi come intrinsecamente equivalenti, onde 1 interesse di risolvere il
seguente problema posto dal Bianchi:
Determinare e coppre d7 ds® che possono appartenere a copy 26
superficie comugate in deformazione (3).
Questo problema é stato completamente risoluto dal Bianchi e dal Ser-
vant (®), ed eccone la soluzione:
Se una Ssuperficie ne ammetie wun'altra contugata in deformazione
0 essa (0 la sua coniugata) ¢ applicabile sopra una falda dell'evoluta di
una Superficie a curvatura costant positiva o sopra la pi genmeral Jua- ]

drica.
A questo teorema si ¢ giunti per due diversi procedimenti analitici; i
quello usato dal Bianchi nella Nota citata & limitato al caso in cui i ds®

(*) Bianchi, Sopra un problema relativo alla teoria della leformaszione

perficie, Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, tom. XI, 1° sem. 1902,

Su-
Lezior [
geomelria v(‘/""r‘/'(‘lllﬂl‘vr’, vol. IIT, §§ 68 e seo.

') Sottintendiamo sempre le due superficie non ottenibili 1'una dall'altra per una
omotetia, poiche, com'é ovvio, due superficie omotetiche son sempre coniugate in defor-
mazione.

(*) Bianchi, (N. c.); Servant, Sur la deformation des surfaces, Comptes Rendus,

tom. 136, 1° sem. 1903.




