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Matematica. — Sulle condizioni che definiscono assiomati-
camente l'integrale. Nota di EMMA ScioLerte, presentata dal Socio
Y. VOLTERRA.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

Matematica. — Sopra le serie algebriche appartenenti ad
una curva algebrica ('). Nota di Epwarp S. ALLEN, presentata
dal Corrispondente G. CASTELNUOVO.

1. In una Memoria (*) che verrd pubblicata nei Rendiconti del Circolo
Matematico dv Palermo. definisco certi caratteri di una serie algebrica di
gruppi di punti sopra una curva algebrica, dimostro qualche teorema rispetto
a questi caratteri, e ottengo una formola che estende alle serie algebriche
qualsiansi una nota formola di De Jonguiéres (°) relativa alla serie lineari.
Qui vorrei dare un riassunto dei risultati che si trovano nella detta Memoria,
e far vedere la loro applicazione alla teoria di certe varietd algebriche.

2. Sopra una curva algebrica irriducibile C di genere p, una serie alge-

brica y, si definisce come una serie oof di gruppi di m punti della curva,

tale che 1 gruppi siano in corrispondenza biunivoca con i punti di una varietd
algebrica a ¢ dimensioni. Se in particolare i gruppi sono in corrispondenza
biunivoca col punti di uno spazio lineare S,, la serie si chiama lineare e
suol scriversi g~ invece di r"] Una serie algebrica si dice ir7iducibile se
la varieta corrispondente lo é; si dice composta se ogni suo gruppo si divide
in an certo numero (> 1) di groppi di un’altra serie algebrica; altrimenti
si dice non composta.

3. m e ¢ si chiamano 'ordine e la dimensione della serie ° rispet-
tivamente. Il numero dei gruppi che contengono ¢ punti generici fissi della
curva C si chiama 1'indice » della serie.

Se in una »° si sottraggono certi « punti da quei gruppi della y che

li contengono. ne risulta una serie che si dice serie subordinata nella yf"

(*) Pervenuta all'Accademia il 14 ottobre 1913,

(*) Allen, Su alcuni caratteri di una serie ece. (Rznd, di Palermo, 1913).

(*) De Jonquiéres, Sur les contacts multiples ecc. (Journ. ftir d. reine u. a. Math,,
Bd. 66, 1866); R. Torelli, Dimostrazione di una formola di De Jonquidres (Rendiconti
di Palermo, 1906).
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dagli « punti. Data una serie lineare g™ di dimensione 7, e una Yo, se si
m
sottrae ogni gruppo della y dal gruppo della 4 che lo contiene, si ottiene
una serie che si chiama residua della y rispetto alla g
4. Premesse queste spiegazioni, possiamo procedere alla definizione dei
carafteri accennati nel § 1. Sia data una serie algebrica yfn, irriducibile,

non composta, di dimensione ¢, indice v, ordine 7, sopra una curva alge-
brica irriducibile C di genere p. Definiamo i numeri 1,43, ... 3, nel modo

seguente: 2, sia il numero di quei gruppi di una anfwb* subordinata nella

Yo data da (o — b) punti generici, che sono contemuti in una 9:::;_9 ge-
nerica. Si vede che 2, e 3, sono rispettivamente la z e la Z che il Castel-
nuovo e R. Torelli (*) adoperano nelle loro formole per determinare quanti
gruppi di una serie algebrica sono dotati di uno o di due punti doppi. B
evidente che, se estendiamo la definizione delle 2z, al caso b= 0, z, coin-
cidera coll'indice » della serie; quindi scriveremo sempre z, invece di ».

5. Una seconda definizione delle ¢, & la seguente: 2z, ¢ 4l prodotto

b

dell’indice della y, residua di una ety

subordinata nella Y{:, data da

m—p+b

(6 — &) punti generici, rispetio ad una g generica, e del numero

m+p—;,+b

der gruppe della y, .., equivalenti ad un Suo gruppo generico.

o+b
6. I teoremi principali rispetto ai caratteri z, sono i seguenti:
I. Ogni 3, 4l cui indice superi p, & nulla.
II. Se 2, =0, allora g+ = e = =3, =0.

II1. Se, per una serie algebrica yfn > abbiamo 2, >0, ma 3+ =0,
allora @ gruppi della ¥°, si ripartiscono in w® serie wf-y, tali che i

gruppi di una stessa y sono a due a due equivalenti, e mon lo Sono mai
due gruppr di y diverse.
7. L'estensione della formola di De Jonquiéres da il numero dy,p,. .z, dei

gruppi di una serie algebrica y° irriducibile, non composta, sopra una
curva di genere », dotati di un punto (4, < 1)-plo, di un punto (%4 = 1)-plo, ...,
di un punto (%s -+ 1)-plo, e, se i/c,- ¢ minore della dimensione o della

=0

serie, di (¢ — =/%) punti fissz generici della curva.

() Castelnuovo, Sulle serie algebriche ecc. (Rend. dei Lincei, 1906); R. Torelli,
Sulle serie algebriche ecc. (Atti del R. Ist. Veneto, 1908).
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8. La formola & la seguente:

k 1) (k. 1) - (ha 1) & & ‘
(1) (1\,&, _\,:l l+ ("4_' (‘~+ )\ \(——l)";,’!/h/l!\

€) :Coi> Cul 5=0 A=h
P b i m—@—/f)
\(/1—//)([ /I)( a—h )

Le ¢ e le y dipendono dai numeri 4; che danno le molteplicitd dei punti

multipli.
Le ¢ danno 1 numeri delle ripetizioni nelle 4;. Cioe

e — =l ) — [ —_ L —wn=f
AL -—lt == gy s gyl — g +2 — oy +ce y ./l‘~|+‘.,+l‘“_|4-l = /h::-v- HCn—1+Cn

yn © la somma dei prodotti delle 4; ad 2 ad 2. Vale a dire:

Yo = ) &
¥ == \_A

a.a
Ye S ok, , tE1s;

-
3y :1', G

y— l kiy kiy .. ko, . tutte le i essendo disuguali;

L=Lte=1,..05=1

Ya=bki ks ...ks.

9. Fra 1 casi speciali di questa formola si trovano quelli dei numeri
dei gruppi con uno o due punti doppi, accennati nel § 4. R. Torelli (*) ne
ha dimostrato un altro, che da il numero o dei gruppi aventi un punto
(24 1)-plo e (¢ — /) punti generici fissi:

(2) dy= (k1) [s(m+kp —o) — s k].

Il numero 4, , dei gruppi dotati di & punti doppi e di (o — @) punti

generici fissi si caleola subito:

(3) d|‘ *'-'-"ii_(——I)',gh(/’_/l\,(m—g_h‘),

= i=p h— 1 a—h

La stessa formola di De Jonquiéres si deduce dalla (1), ricordando che
una serie lineare ha l'indice 2, =1, e che, secondo § 6, Teorema III,

(") R. Torelli, Sui sistemi algebrici di curve ece. (Atti della R. Acead. di Torino,
a. 1906).
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4 =28 = =20=0. In questo caso abbiamo

= 1

(A1) (ot 1) (£ +1 Lur
d o a ALids m Q—/A
g crleg!e,! = UJ i (/t)(a h“( a—h )
=(/v,—|-1)(/cg+l) (/La—|»1

L'|!C'-g * Cn !

(4) X[(m—g)(m—o—1)(m—p—2).. (m—o—a--1)

+ (m—eo—1)(m—o—2) w(m—o—a—+1)ph

s (Mm—e—2):-(m—e—a+1)p(p—1)h,

- (m—e—a—+1)p(p—1)- (p— a42) haey

+ pp—1)(p—a42)(p—a++1)h,

Questa & la forma data da R. Torelli nella Nota gia citata (1).

10. Dai caratteri 2z, di una serie yfné possibile ricavare le z, della

serie y©~ ', , che si ottiene dalla »° sottraendo ciaseun punto (% 1)-plo

k
dal gruppo della )m nel quale comparisce. Chiamiamo questa serie ¥, e
/)’.
le sue costanti z,. Allora queste sono date dalla formola:
| £
(5) & =(k412(p—b+1) 2, +(A+1)[m —o+hkp—b(2k+1)]s,
[ S Rl el

Adoperando la (5) ripetutamente. si pud arrivare alle z relative alla
serie subordinata nella y‘fn da un aggroppamente qualsiasi di punti multipli.

11. T caratteri 85, i teoremi intorno ad essi, e la formola (1) trovano
una interpretazione iperspaziale interessante nel caso che o = p. Si sa che
& possibile di rappresentare le z-ple di punti di una curva algebrica di ge-
nere p mediante una varietd ad x dimensioni, tale che ad ogni gruppo di
a punti corrisponda un punto della varieta, ed uno selo. Sia A questa varietd
delle 7-ple di punti della curva base C. Ad un punto della curva corri-
sponde una V,_,, luogo dei punti i eui gruppi corrispondenti sulla curva
passano per il punto scelto; chiamiamo B queste V,,_,.

12. Una serie 75; sulla curva C corrispondera ad una varietd oof E?

dentro la A. I punti che rappresentano gruppi con un punto doppio stanno

(*) R. Torelli, Dimostrazione di una formula di De Jonquidres (Rend. di Palermo,
a. 1906).

RenpiconTr. 1913, Vol. XXII, 2° Sem. 58
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in una varietd che pud chiamarsi 1'inviluppo I del sistema delle B, ciod
la varietd che contiene 1'intersezione di ogni B con quella infinitamente
vicina; i punti che rappresentano gruppi con due punti doppi stanno nella
varietd doppia della I; e cosl di seguito.
13. Adesso conviene dare la definizione iperspaziale delle s, che cor-

risponde a quella data nel § 4. Abbiamo gid visto che una )'f" vien rap-

presentata da una V,, EF/. Ad una yf'"_‘;*b subordinata nella )'5‘ da (e —10)

punti fissi corrisponde un'altra Ve, che si ottiene nel modo seguente: w®
dei punti di B stanno dentro quelle varietd B che corrispondono ai (e—b)
punti. Le altre (m—o—+#) varieth B per ciascun tale punto hanno per
intersezione una V._; il sistema oo® di queste Vo, da la V, cercata, che
sard chiamata EP®/,

14. Ogni serie lineare g © sulla curva C viene rappresentata da una

varietd razionale ad (m — ¢) dimensioni; diamo il nome = a queste varieta.
La 3, viene allora definita come il numero delle intersesioni di una E®)
(§ 13) con una = generica.

15. Dal fatto che ogni varietd algebrica a (p = o) dimensioni nell'A
corrisponde ad una y°, segue il teorema: Se dentro la varieta A delle

m-ple di punti di una curva di genere p, € dala una varietd algebrica
E a p dimensioni, la formola (3) indica quanti punti hanno a comune
la B, la varieta a-pla dell’ inviluppo del sistema B dei punti della curva,
e (p — a) varieta gemeriche B, dove le 3, Somo definite nel § 11. Bisogna,
perd, che a=m—p, e che a<p.

Sarebbe facile di trovare, da questo punto di vista, il significato di
@y keka» © quindi un’interpretazione simile della (1).

16. Se, nel caso che consideriamo (¢=p), 2 > 0, ma 2., = 0, i punti
della varieta B stanno tutti in oo? delle = razionali, oof~? punti in ciascuna =
cid segue subito dal teorema III del § 6. ;

17. Tatto cid vale nell'ipotesi che ¢ = p. Sarebbe possibile di otte-
nere risultati simili quando o==p; e anche di ottenerne altri dalla defini-
zione delle 2, data nel §5. Li omettiamo, perd, giacehe sarebbero pilt com-
plicati che interessanti.




