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il demeure en suspens. Aprés avoir connu cette hésitation, Léonard de Vinci
et Galilée opteront pour la seconde loi.

Dans son 77raité du ciel ou, aprés minutieuse discussion, il accorde,
au mouvement diurne de la terre, la préférence sur le mouvement diurne du
ciel, Nicole Oresme adopte, lul aussi, la dynamique de Jean Buridan. Dans
un autre écrit ou, préeurseur de Descartes, il use sans cesse des coordonnées
et formule clairement 1'idée essentielle de la géométrie analytique, il se
propose d'établir la loi du chemin parcouru dans un mouvement uniformé-
ment varié; la preuve qu'il en donne cst cette démonstration du triangle
que reprendront Galilée et Descartes. La regle, d'ailleurs, semble avoir été
connue, & Paris et & Oxford, avant d'avoir regu d'Oresme cette justification.

En réunissant les pensées de Buridan, d’Albert de Saxe et d'Oresme,
on obtiendrait une part de la doctrine mécanique que l'on croit, communé-
ment, inventée en entier par Galilée.

Les Parisiens, d'aillenrs, n'avaient pas attendu Galilée pour faire cette
synthése.

Avant le milieu du XVI® siecle, un de leurs éléves, le dominicain
espagnol Dominique Soto, la regarde comme acquise. Partisan de la dyna-
mique de Buridan, Soto enseigne que la chute d'un grave est uniformément
accélérée; que l'ascension d'un grave est uniformément retardée et, ponr
évaluer le chemin parcouru dans ces mouvements, il fait usage de la régle
démontrée par Oresme.

Exposer en détail les découvertes de ces précurseurs parisiens de Galilée:
décrire les vicissitudes qu'elles ont éprouvées jusqu'au jour ou les grands
mécaniciens du XVII® siecle en ont assuré le triomphe, ¢’est tout 1'objet
du livre dont nous offrons le respectueux hommage a 1'Accademia dei Liacei.

Croyez, Monsieur le Président, & mon profond respect.

P. Dunewm
Bordeaux, le 1 Octobre 1913. Correspondant de " Institut de France.

Professeur a la Faculté des Sciences de Bordeauw.

Matematica. — Sulle corrispondenze algebriche fra i punti
di una curva algebrica. Nota II di CarLo Rosatr, presentata dal
Corrispondente G. CASTELNUOVO.
2.
RAPPRESENTAZIONE DEI ISTEMA DI CORRISPONDENZE

SUI PUNTI RAZIONALI DI UNO SPAZIO LINEARE.

@ I

7. Enunciamo alcune semplici proprietd, di dimostrazione immediata,
che avranno applicazione nel seguito.

In uno spazio lineare S,_,, un punto o un iperpiano si dicono razionali
quando le loro coordinate omogenee possono ridursi intere, moltiplicandole
per un conveniente coefficiente di proporzionalita.
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In un iperpiano razionale possono determinarsi w — 1 punti razionali
linearmente indipendenti.

Un Si di Sy, si dice razionale quando in esso possono determinarsi
%4 -1 punti razionali linearmente indipendenti, o per esso possono condursi
@ —1 — % iperpiani razionali ljn. indipendenti. Le due definizioni si equi-
valgono. Dalla prima delle quali discende che & razionale lo spazio a cui
appartengono piu spazl razionali; dalla seconda, che & razionale la loro in-
tersezione.

La polarita rispetto a una quadrica a coefficienti razionali trasforma i
punti razionali negli iperpiani razionali. Se una quadrica a coefficienti ra-
zionali e specializzata, il suo spazio doppio, intersezione di iperpiani razio-
nali, & razionale.

8. Sia (T"T" ... T) una base minima per il sistema delle corrispondenze
esistenti sulla curva C. Ogni altra corrispondenza U, che non sia a valenza
zero, soddisfacendo ad una relazione del tipo

1) U AT e A TR e T

in cui 4, ;... 4, sono interi non tutti nulli, individua nello spazio Sy un
punto razionale (di coordinate 4, ...4,), che diremo ¢mmagine della corri-
spondenza stessa.

Due corrispondenze fra loro dipendenti hanno la stessa immagine. In-

vero, se
(2 V=T 4+ 4T 4 2T
e una corrispondenza dipendente da U, dalla relazione

(3) U+ sV=0
si deducono le eguaglianze

(4) rhi + sA. =0 z=1,2,..u)

le quali dicono che i punti di coordinate 4; 4, coincidono. Reciprocamente,
poiche dalle relazioni (1) (2) (4) si deduce la (3), si ha che due corri-
spondgnze aventi la stessa immagine sono dipendenti.

E poi chiaro, inversamente, che ogn; punto razionale di S, , ¢ imma-
gine di infinite corrispondenze, due a due dipendenti, della curva C.

Esisterd in particolare in 8,_, un punto razionale O immagine della
identita e di tutte e sole le corrispondenze a valenza (n. 2). Si vede inoltre
che piu corrispondenze sono o no dipendenti secondoché somo o no punti
linearmente dipendenti le loro immagini.
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9. Date due corrispondenze U(« #) e V(a', g') legate alla base dalle
relazioni
(5) U=1T+1, T + o 4 Ay Te
(6) VE}.{T’—{-l;T”—}—w—[-A;TP

si pud calcolare il loro carattere simultaneo seguendo il procedimento con
cui Severi dimostra il teorema di Bezout -sulla superficie F con due fasci
unisecantisi ('). Lo riproduciamo qui, per maggior chiarezza, dovendo trarne
alcune conseguenze che ci saranno presto utili.

Si osservi, percid, che le relazioni precedenti danno origine, su F, alle
equivalenze lineari

(M UotUy—U=A(Te + Ty —T') + A(T5 4 Ty — ") + -
®) Vot Vy,—V=24(Tec+T)—T) 4 2(T% + Ty —T") 4 -5

se allora seghiamo i due membri della prima con la curva V e quelli della
seconda con la curva TP (7 =1,2,...u), e indichiamo con R4y, R0, wi
rispettivamente i caratteri simultanei delle corrispondenze UV , VT¢, TéiT*
si avranno le uguaglianze

Doy = Z ll' Ly

Doi = D A wy (i=1,2,..n),
k

dalle quali si deduce

l'ip'
(9) oy = _\_ 4 l)’( Wik .
tk

Supposto in particolare V coincidente con U, otterremo che il carattere
di Castelnuovo della corrispondenza U & espresso dalla forma quadratica

e
2 = S }.,' lk Wik .
B
Questa forma &, per il teorema del n. 3, essenzialmente positiva; il
discriminante di essa sard dunque positivo insieme coi suoi minori prinei-
pali (*). Da cid si deduce che la quadrica avente in S, , I'equazione

9=imikmixk=0
"

(*) Cfr. Severi, Sulle corrispondense ecc. (loc. cit.), n, 18.

(*) I discriminante di un aggruppamento (T’ T”..T*) & nullo, se le corrispondenze
sono dipendenti (Severi); positivo, se sono indipendenti (Castelnuovo). Applicando questa
osservazione all'aggruppamento (KT) costituito dall'identita K e da una qualsiasi corri-
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non e specializzata e non pud contenere alcun punto reale (di coordinate
tutte reali).

Dalla (9) segue la proprietd:

Due corrispondense coniugate hanno per immagine due punii co-

niugatt rispetto alla quadrica =0, ¢ inversamente.

Si vede dunque che ad un aggruppamento co'=' di corvispondenze (*)
se me pud associare uno oo*~*d coniugato; in particolare, considerando il
punto O immagine dell identitd K ed il suo iperpiano polare @, poichd il
carattere simultaneo di K e di una corrispondenza T (a,g) con u punti
uniti @ @ & — w, si giunge alla conseguenza che le corrispondenze nelle
quali il numero dei punti uniti uguaglia la somma degl’indici, formano
un aggruppamento o2,

10. Si calcoli ora il carattere simultaneo delle corrispondenze UV—'.
Per una proprietd che abbiamo gid avuto occasione di applicare (n. 5), dalla
relazione (6) si deduce 1'altra

V=T AT s A T
la quale da origine, su F, alla equivalenza lineare
(10) V24 VPV e e
’ rr—1 rr—1 1 .

+}'2(Ta: +Ty —T )_f_w’
se allora seghiamo i due membri della (7) con la curva V' e quelli della
(10) con la curva T¢ (i =1,2,... u), e indichiamo rispettivamente con Ryy—1,
L:iy—1. @y 1 caratteri simultanei delle corrispondenze UV—', T¢ V', T¢ TH,
si giunge alle uguaglianze

Lov—1 =D A iy

ig—1 — Z A @,
X
dalle quali si deduce

AGs
(11) Qo= > LA, oy.
w

spondenza T (e, ) di grado virtuale » ed avente » punii uniti, si giunge alla disuguna-
glianza
2]1 ll-+—ﬂ C—3y /!
«+pf—u 2af—»

valendo il segno = quando e soltanto quando la T & dipendente dall’identita, cioé (n. 2)
¢ dotata di valenza. Si ottiene cosi 1'elegante criterio di Severi che caratterizza le cor-
rispondenze a valenza (Severi, Sopra alcune proprietd aritmetiche ece.).

(*) Aggruppamento =" significa la totalita delle corrispondenze che dipendono
da 1 corrispondenze fra loro indipendenti.
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Ed in particolare, supposto V= coincidente con U~ otteniamo che i.
carattere K della corrispondenza U & espresso dalla forma quadratica

1eee
K= i Ai Ay @ .

ik

Se allora consideriamo in Sp—1 la quadrica di equazione

X
K= > opzizi=0,
i3

la (11) dice che due corrispondenze anticoniugate hanno per immagine
due punti coniugati rispetto ad essa.

Da cid segue che la quadrica K =0 non puo essere specializzata.

Ed invero, se fosse tale, poiché la sua equazione & a coefficienti interi,
il suo spazio doppio dovrebbe essere razionale (n. 7); ma allora, indicando
con U una corrispondenza avente 1'immagine contenuta in tale spazio, e
con V una corrispondenza qualsiasi, le UV sarebbero anticoniugate, e quindi
U-'V sarebbero coniugate. Seguirebbe che I"'immagine di U~ sarebbe un
punto doppio della quadrica 2 = 0.

11. Nel sistema di corrispondenze esistenti sulla curva C associamo ad
ogni corrispondenza T la sua inversa T': poiché 1'inversa di ogni corri-
spondenza dipendente da T dipende da T—*, fra i punti razionali dello
spazio S, , si viene con cid a stabilie una corrispondenza biunivoca in-
volutoria J, che & facile caratterizzare. Siano infatti P e P’ le immagini
di T e di T, e si consideri 1'iperpiano 7 polare di P rispetto alla qua-
drica 2 = 0. Poiché ogni corrispondenza avente 1 immagine contenuta in 7
e coniugata di T e quindi anticoniugata di T, si deduce che il punto P’
¢ il polo di 7 rispetto alla quadrica K = 0. Dunque: Za J é lomografia
prodotto delle due polarita rispetto alle quadriche 2 =0 e K = 0.

Dal fatto che l'omografia J & involutoria, segue che le polaritd su
dette dovranno essere permutabili; inoltre al fascio (£.XK) apparterranno
due sole quadriche specializzate i cui spazi doppi Spiim1 s Syt (a4 e = )
saranno gli spazi fondamentali per la J.

Vediamo ora quali sono le quadriche specializzate del fascio (2, K).

Si osservi, percid, che le corrispondenze aventi per immagini punti uniti
dell'omografia J devono essere dipendenti dalle loro inverse, e quindi ad
esse equivalenti o residue. Allora, poiché le corrispondenze T -}T-' e
T — T~ sono l'una equivalente, 1'altra residua della sua inversa, si deduce
che le loro immagini sono i punti M N in cui la congiungente PP’ incontra
gli spazi fondamentali Spy—1 s Su,—1: queste intersezioni dovranno percid
essere punti razionali. Ma abbiamo visto (n. 6) che per la prima i caratteri
R K hanno uguali valori, per la seconda hanno valori contrari; dunque M

Renpicontr. 1913, Vol. XXII, 2° Sem. 59
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appartiene alla quadrica 2 —K=0 ed N alla quadrica 24 K=0. E sic-
come i punti rasionali M, N non possono appartenere alla quartica base
del fascio (2, K), perché & =0 non contiene alcun punto reale, si deduce
che 2 — K =0 ed @4 K=0 sono le quadriche specializsate del [ascio
che hanno per spasi doppi Spy—1 ed Sy, .

Di qui discende che S, _, ed Sy, ,, come spazi doppi di quadriche
a coeflicienti interi, sono razionali (n. 7); e che le corrispondenze le cui
immagini sono contenute nel primo, avendo uguali i caratteri £ e K, sono
equivalenti alle loro inverse, mentre quelle che hanno le immagini nel se-
condo sono residue delle loro inverse.

Si possone allora assegnare due semplici significati ai numeri w, e .
Indicando con %, 4 le caratteristiche dei determinanti |w;; — @;y| ed | @i -+ @ix|,
w— ki e poichd & w, 4w =,
si deduce uy, =4, u.=~h. Dunque: Le caratteristiche dei delerminanti

sard manifestamente u, = u —h, u, =

o+ 0 |ox — 0yl indicano quante sono le corrispondenze indipendenti
che sono rispettivamente equivalentt o residue delle loro inverse.
OsservazioNe 1. — Una corrispondenza simmetrica (coincidente con
la sua inversa) ha 1'immagine contenuta in S, _,. Reciprocamente, fra le
infinite corrispondenze aventi per immagine un punto M di S,,_,, ne esi-
stono delle simmetriche: abbiamo infatti visto che se T & una qualsiasi
corrispondenza la cui immagine & nello spazio razionale Sy, = (MSy,),
la corrispondenza simmetrica T 4 T~' ha per immagine il punto M. Da c¢id
segue che w, rappresenta il numero base delle carrispondenze simmetriche.
OsservazioNE 2*. — Il punto O, immagine dell'identitd e di ogni
corrispondenza a valenza, & situato in S, _,. Applicando allora allo spazio
razionale S, , = (0S,, ,) la considerazione precedente, si giunge alla pro-
prietd: Le corrispondenze indipendenti che aggiunte alle loro inverse danno
origine a corrispondense dotate di valenza, sono in numero di ps— 1.
OsservazioNe 3% — 1Tl caso u, =1, in cui la J & un'omologia armo-
nica col centro in O, da la proprieth: Se le corrispondense simmetriche di
una curva Sono tutte a valenza, ogni corrispondenza in cui il numero dei
punti urili uguaglia la somma degli indici é residua della inversa; e

reciprocamente.
Cid vale in particolare per le curve ellittiche (singolari), in cui la J
e un’involuzione ordinaria sopra una retta (Severi).




