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Matematica. — Sur les fonctions permutables analytiques.
Nota di Josepn PERis, presentata dal Socio V. VoLTERRA.

§ 1. — PRELIMINAIRES.

Les fonctions permutables dont il s'agit ici, sont les fonctions permu-
tables de 1° espéce. J'exposerai dans cette Note une méthode nouvelle
résolvant simplement le probléme suivant:

Elant donnée une fonction f(@,y) analytique réquliere autour de
Uorigine (x =0, y=0), déterminer toules les fonctions analytiques ré-
gulieres autour de Uorigine et permutables avee elle.

Ce probléme est résolu par M." Volterra (') dans le cas ou la fonction
donnée est d'ovdre 1 ou d'ordre 2 autour de Uorigine. J'ai étendu sa mé-
thode au cas ou la fonction est d'ordre 7 (2). Ce sera le cas o, [z, )
admettant exactement (y — z)"=' en facteur, le développement en série de
Taylor du quotient commence par un terme constant non nul (?). Mais il
est des fonctions analytiques trés simples qui me sont d’aucun ordre autour
de l'origine: par exemple la fonction

ax -+ by avec a4 4= 0;

pour de telles fonctions le probléme n'est pas résolu. La méthode que je
vais donner s'applique aussi bien & ces fonctions qu'd celles qui sont dun
ordre déterminé.

D'ailleurs, méme dans le cas des fonctions d’ordre déterminé, le 2 mé-
thodes répondent au méme probléme de fagons suffisamment différentes pour
ne pas faire double emploi. La méthode de M." Volterra est une méthode
qui transforme le probléeme dans une équation intégro-différentielle; elle
répond & la question par une série exponentiellement convergente, trés com-
mode pour les applications. La méthode que je vais indiquer donne une
forme nécessaire et suffisante du développement en série de Taylor des
fonctions cherchées.

(*) Rend. R. Accad. Lincei, [°F sem. 1910, pag. 425, et 1°* sem. 1911, pag. 296;
Legons sur les fonctions de lignes (Paris, 1913), chap. XI. Le probléme que traite M.* Vol-
terra est méme plus général que celui ici posé: il ne se restreint pas aux fonctions ana-
lytiques.

(*) Comptes-rendus, 1°T sem. 1913.

(*) On constate sans peine ce fait en se reportant aux conditions donnédes par M.r Vol-
terra [loc. cit.] pour que la fonction soit d’ordre 2, conditions qui doivent étre vérifides

autour de l'origine.

ReEnpIconTi. 1918, Vol. XXII, 2° Sem. 87
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2. — O THEOREME SUR LES FONCTIONS PERMUTABLES.

/e

Soit @(z, ) une des fonctions cherchées; on doit avoir
(1) “yi fla, D e, y) —e@ .8 /(& tds=0,
Je
d'on, en dérivant p | 1 fois par rapport & y;
g

' ‘
T Y

Vi@, y) @pi(y  9) — 9@, 1) fo-ily E

+ | 1@, 8 o (1) — (@, §) fpa(E ) aE =0,

avec les notations abrégées

X 2k
ox(z,y) = \\‘]/k elz,y) . MHlz.y)= D;/i‘ o(x,),
d'ol, en y faisant y =a
p i Ji-s

(/i—s

da'=*

. !
—(Ps(-"--l'\' (/p_.'(J',.’T))‘:().

Imaginons que les fonctions

f(z . 2), fi(z,Z) e /;1_1<;l' . @)

PZ 5 Ty PITHT) s P (T z)
soient identiquement nulles, tandis que
aZ,Z) , PplZ s/ Z)

ne sont pas identiquement nuls. Alors la 1*™ équation (2), qui ne soit pas
vérifiée identiquement, correspond 2 p =a -+ &6 + 1 et s'éerit:

x d ) d |
(a4 1) fala »J"m‘i»‘f , ) — (b - lﬁ(ln(il'w'f)ﬂ/a(:c,a‘) =i(1)-

d'ol
(2 .2 TJa+1
[q 2, 2] — = constante.

[falz . 2)]0

On en conclut immédiatement le théoréme suivant :

THEOREME. Si les 2 fonctions permutables [ et ¢ admettent respecti-

vement en facleur exacilement (y —x)® et (2/—.7,‘)!"; et si l'on pose

z,y)=(y — 2 )".(/(J y )
o(z,y)=@Wy—z)hz,y),

[}L‘_/ . X l]""
I:I/(‘/, 4 ):}""J

on a

= constante.
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Ce théoreme, dont la démonstration ne nécessite pas l'analyticité de °
ot ¢, mais seulement l'existence d'un nombre suffisant de dérivées, géne-
ralige le théoréme de M." Volterra, d'aprés lequel, si [(z,y) est du premier
ordre, on a

g(z,x)
[(, )

I1 jouera un rble dans cette note par le corollaire suivant:
COROLLAIRE. [f(z,y) el @(x,y) élant deux [onctions permutables
analytiques lelles que la premiére admette exactement, la secomde au

moins, (y — x)* en [acteur, on peut toujours trowver une constante u,
et une Seule, telle que

= constante.

ox.y)—pflz,y)

admette au moins (y — x)*+* en facteur.

§ 3. — LES SERIES « COMPOSEES » D'UNE SERIE DONNEE.

Considérons un développement, convergent ou non, peu importe dans
ce §, procédant selon les puissances positives de z et y:

© @

(1) gp ;qapq‘rpf’/q-

Nous le désignerons par la notation abrégée /f(z,y); si onle compose avec
lui-méme 1,2,..2—1 fois, on obtient des développements analogues

@, 9), (@, 9) o P y)
parfaitement définis. Si enfin
Q) 3 A2y oes Oy y oon

sont des nombres arbitraires, 1'expression

(2) alf(a‘vy)—}—a?/lg(‘z‘!y)_i_ e +(1n/‘”(x~f/)+"'
peut étre mise sous la forme d'une série analogue a (1),
(3) YYD WNEL.

parfaitement déterminée. Chaque coefficient ¢y, est un certain polynome des
lettres ap, et a,.

Donnons nous inversement un développement de forme (3): il pourra
arriver qu'il se laisse mettre sous la forme (2). Si oui, il est bien facile de




— 652 —
se rendre compte que les a,,a;,..a, sont déterminés d'une fagon unique |
ot fort simplement

DEFINITION. Nows dirons de toute série (2) qui se laisse metire sous
la forme (2), qu'elle est composée de

§ 4. RETOUR AU PROBLEME POSE au § 1.

Soit done une fonction /(x,y) analytique régulidre autour de 1'origine
ot soit & déterminer toutes les fonctions analytiques réguliéres autour de
l'origine et permutables avec /(a, ).

I Toute série des puissances de x et de y convergente autour de
‘origine el COMPOSEE de [(x,y). représente une fonction ¢(x,y) qut
répond a la question (V).

Soit, en effet,

o, Y)=af+a/ 4+ Fa. /" F-- i
en écrivant que
=
on obtient certaines relations (®) entre les a, ,as,..a,, relations dont cha-
cune ne contient qu'un nombre fnf des a,,da,,...a,,.. Comme ces rela-
tions sont identiquement vérifiées quand les a, , ., ... a, , ... non nuls sont
en nombre fini, elles sont toujours identiquement vérifiées.

Admettons, maintenant, que

f(z,x)
ne soit pas pas identiquement nul (?).

II. Réciproque: Toute série des puissances de z el y représentant
une [omction ¢(x,y) analytique autour de ’origine et permutable avec [
esl COMPOSEE de f.

Appliquons en effet le corollaire du § 2. Les fonctions

Iz 5% /"'u.y) s /;"‘I 'Yy e

admettent respectivement, exactement,
(y—z)°, (y —z)', ... (y — )", .

(*) Si la série ¢ = a, [+ asf*+... était absolument et uniformément convergente
ce résultat serait évident. Mais, ici comme dans la suite,

nous ne faisons aucune hypo-
thése de ce genre:

nous supposons seulement que ¢(z,y) est analytique.
(*) En égalant les coefficients de z# y? dans les deux membres.

(*) Cela n’empeche pas que f(o,0) puisse étre nul, la fonetion f(z , y) n’étant par
conséquent d'ancun ordre autour de 1'origine (ex. az -+ by).
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en facteur. Il est donc possible de trouver de nombres a ,

Aoy o Qg o
tels que la différence
9z, y) —aif(z,y)
admette au moins (y — x) en facteur, et la différence
g@,y)—af(z,y) — aJ”(x SN /"‘(:c Y)

admette au moins (y — )" en facteur, ete. ('est dire que la série en x ot
¥ qui représente cette différence, n'a pas de termes de degré inférieur & 7.
Il en est donc de méme de la différence

Pz, 9)— >, 0 [?=,y);
1
cette derniere différence est donc identiquement nulle: ce qui démontre la
proposition.
Le probléme posé au § 1 est ainsi résolu: on obtiendra toutes les
fonctions ¢(x , ) par des développements
(4) 9@, 9) =23, a/*,y)

les @, étant des constantes arbitraires telles seulement que la série

¥

s

=
NG m q
) 2q pa aP yt

obtenue en ordonnant le second membre de (4), soit convergente autour de
l'origine; c'est un fait que l'on sait exprimer, au moins théoriquement.

Je me suis restreint, ici, au cas ou f(z,z) n'est pas identiquement
nul. Les autres cas sont plus compliqués et je les étudierai dans une autre
Note. J'indique seulement, ici, que le cas ou la fonction’/(z, y) est d’ordre #
autour de 1'origine, se raméne immédiatement an précédent: c’est le cas ou

(5) f@,9)=(y — o) {a+ Sapa? g2}, a,40.
L’équation
Y, y)=/(z,y)
admet alors une solution analytique ¥(x,y) telle que
Y(x,z) =0,

et les fonctions permutables avec / sont les mémes que les fonctions per-
mutables avec i que nous savons former.
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Le cas ol a, est nul et ou, dans le développement (5), les premiers
@y, non nuls correspondent & p 4 ¢ =m, m dtant premier avec n, est
aussi trés simple: on démontre encore aisément la réciproque II.

S 5. — APPLICATIONS.
@(x,y) et Y(a,y) étant des fonctions analytiques autour de 1'origine,

et x(=,y) une fonction inconnue, les équations

Y |
ot |
=i

n'ont encore eté étudides que lorsque ¢ et Y sont d'ordves déterminés. Admet-
tons que ¢ et Y soient permutables avec une fonction /'(a,y) telle que
[(z,z) ne soit pas identiquement nul. On obtiendra alors aisément, par

application des résultats précédents, la solution y sous la forme

i | Sf@.y)+ 8 [ y) - 0u [Nz y) F

¢'est-a-dire, en ordonnant.

p

-1

x
AR ; /"1‘_[ xP ';/1 :
9

mais on ne sait pas @ priori si cette derniére série converge autour de
l'origine (sauf dans les cas déja étudiés o ¢ et y sont d'ordres déterminés).
On peut montrer qu'elle converge ; mais cette derniére démonstration me ferait
tout & fait sortir du cadre de cette Note, et je me réserve de revenir sur

elle

Matematica. — Uz nuovo aspetto dato al teorema di Gold-
back. Nota di M. VeccHi, presentata dal Socio S. PINCHERLE.

1. Premesso che parlerd esclusivamente di numeri interi, indico con 2,
I'2.esimo numero primo dispari, e chiamo dello stesso ordine due numeri

) pPriml pp € Ppeq. (2 = 1), quando &
(1

Ph = Phta -

Cid posto, mi propongo di dimostrare il teorema:
2. Condizione necessaria e sufficiente affinche un numero pari 2n>>182

. . BTl 1 :
sia la somma di due numeri primi dello stesso ordine in E(q)—g-— modi

diversi [essendo B(z) il massimo intero non maggiore di x], e che esi-



