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alla relazione fra le funzioni di Bessel che abbiamo verificata nella seconda
delle Note in principio citate.

6. Dalle equazioni integrali indicate nel n. 4, altre numerose se ne
possono ricavare egualmente risolubili, come le prime, con un numero finito
di derivazioni e di integrazioni. Una di queste nuove equazioni ¢ stata riso-
luta nella prima delle due Note citate. E sull'argomento dovrd ritornare in
una prossima occasione per completare lo studio del problema iniziuto in
quella Nota. Qui vogliamo aggiungere ancora le osservazioni seguenti: I
chiaro che molte sono le equazioni integrali di Volterra, risolubili con un
numero finito di derivazioni e di integrazioni. Il anche piu che probabile
che non tutte queste equazioni sieno suscettibili di una tale soluzione. Si
potra stabilire un ecriterio per distinguere un caso dall'altro? Mi parrebbe
molto interessante una risposta, in un senso qualunque, a questa domanda.
11 concetto di solubilitd di un'equazione integrale (e forse sard utile di
considerare insieme il caso pit generale di un'equazione integro-differenziale)
di Volterra, con un numero finito di derivazioni e di integrazioni, oltre, si
intende, ad operazioni algebriche, costituirebbe, per queste equazioni, I'ana-
logo del concetto di risolubilita per radicali delle equazioni algebriche e
della risolubilitd, per quadrature, delle equazioni differenziali ordinarie.

Matematica. — KHorma geometrica delle condizioni per la
deformabilita delle ipersuperficie. Nota del dott. K. BoMPIANI, pro-
sentata dal Corrispondente (. CASTELNUOVO.

1. 11 problema della deformabilita delle V, di S,., fu esaminato per
una V; di S, dallo Schur (') e risoluto nello stesso caso dal Bianchi (2):
nell' indirizzo del Bianchi, ma con metodo diverso, lo Sbhrana (*) ha trattato
e risoluto il problema nel caso generale. Questi ha trovato che condizione
necessaria per la deformabilita & che la V, sia luogo di o*S,_, ed abbia
lungo ciascuno uno S, tangente fisso: sicché, servendosi dell’ immagine
ipersferica di Gauss della V, si & condotti a studiare un’equazione di La-
place. E la condizione necessaria e sufficiente per la deformabilitd ¢ appunto
assegnata in rapporto ad un suo gruppo di soluzioni.

(") F. Schur, Ueber die Deformation eines dreidimensionalen Raumes in einem
ebenen vierdimensionalen Raume, Math. Ann. Bd. XXVIII, pp. 343-353, § 1L

(*) L. Bianchi, Sulle varietd a 3 dimensioni deformabili entro lo spazio euclideo
a quattro dimensioni, Mem. della Societh ital. delle Scienze (detta dei XL), ser. III,
tom. XIIT (1905), pp. 261-323.

(®) U. Sbrana. a) Sulla varieta ad n —1 dimensioni deformabili nello spazio eu-
clideo ad n dimensioni, Rend. del Circ. Mat. di Palermo, t. XXVII (1909), pp. 1-45;
b) Sulla deformazione infinitesima delle ipersuperficie, Ann. di Matem. (3), vol. 15
(1908), pp. 329-348.
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Per quanto il problema possa divsi risoluto (salvo, s’ intende, 1'effettiva
integrazione dell'equazione detta) mi pare opportuno dare alla soluzione una
forma piu geometrica: al che si riesce facilmente giovandosi dei risultati
recentemente acquisiti nella geometria proiettivo-differenziale degli
spazii. E precisamente mostrerd come si giunga, con considera
tive, alla condizione necessavia e come si associ alla V,,, in modo intrinseco
(ciog indipendente dalla rappresentazione di Gauss), un'equazione di Laplace :
dalla rigiditd degli spazii generatori di V.. dedurrd poi la condizione neces-
saria e sufficiente. Questa mette in luce un tipo di applicabilitd che, indi-
pendentemente dal caso attuale,
di carattere generale.

iper-
zioni proiet-

mi sembra offra interesse per una ricerca

2. Per non interrompermi nel seguito, ricordo un teorema sulle v
Vi che con le coordinate proiettive omogenee dei loro punti z;
soddisfano ad uno o piu gruppi di equazioni
ziali, lineari ed omogenee, del tipo:

arietd
(1"1 3Ty en vrk)
simultanee alle derivate par-
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(ove i coefficienti sono funzioni delle 7). Prescindendo da qualunque ipotesi
sull'essere le z; soluzioni di altre equazioni o meno, si dimostra (1) che:

Se una Vi rappresenta m (< Kk gruppi distinti di tali equagiont,
essa ¢ luogo di Sp ed ammelte lungn ognuno di essi lo stesso spazio lan-
gente fisso (*).

(') B. Bompiani, Sistemi di equazioni simultanee alle derivate parziali a carat-
teristica, Atti R. Accad. delle Scienze di Torino, vol. IL (1913-1914), nn. 9, 13. Se in-
vece di coordinate omogenee si adoperano coordinate non omogenee, le equazioni non
debbono contenere i termini in 7 (¢iod ez = 0).

?) Accenno al ragionamento semplicissimo che conduce al risultato nel caso di un
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3. Veniamo ora al nostro problema.

Si abbia dunque una V,, in uno S,.,, euclideo: se si sceglie 1'origine delle
coordinate sulla varietd, e 1'iperpiano ivi tangente come quello di equazione
@ney = 0, la V,, si rappresenta nell' intorno dell'origine, in coordinate non
omogenee, con l'equazione:

T = F(@1 5 Tay o Ba) = 5 Zin ik Ta T+ (0 A=1,0005 n)

ove
B R Zn\
Cix = (— =l .
AZs VL ) 21 =0, v, Zn =10 A2 Wk

Perché la varietd sia deformabile nell intorno dell’origine (') debbono an-
pullarsi tutti i minori del terz'ordine estratti dal determinante delle ¢ ()

¢ G2 ... Cin

€2y C32 .. C2n
Cal 1iCny s Chn

sol gruppo di equazioni. Si consideri il punto #(7:,7s, ... ,7x) (le cui coordinate omo-

cenee 2; sono soluzioni delle equazioni scritte) e insieme ad esso il punto

20z dr QT
A=a—-Fas T %

l3ﬁ+ Jc‘fn+ + hDTh
(le cui coordinate si ottengono appomendo gli indici alla #). Mentre il punto  varia
sulla Vx la retta #A descrive una varieta V' che ha dimensione % o & -1 secondo che
la A @ tutta contenuta in Vx (e in tal caso V= Vy) oppure no. Per decidere cerchiamo
la dimensione dello spazio tangente a V/ in un punto qualsiasi della retta 2A . Esso,

come si riscontra subito, & determinato dai punti

2A A A
i

z,A

SR =y
71 7,

quindi non dipende dal punto scelto sulla generatrice, ma solo da z, e coincide, in virth
delle equazioni seritte, con lo S tangente in 2 a Vi. Dunque V/ =V ¢ rigata ed am-
mette uno Sy tangente fisso per tutti i punti di una generatrice, c. d. d.

Si noti che nella dimostrazione non @ stato necessario derivare le equazioni date, e
che quindi il risultato vale per ogni singolo punto z per cui valgano quelle equazioni.

(*) F. Schur, loc. cit., pag. 345.

(%) Se fossero nulle tutte le ¢ la V, sarebbe uno S, se fossero nulli tutt’i mi-
minori del 2° ordine la V, sarebbe la (n-1)-esima sviluppabile di una curva: casi evi-

denti a priori.




— 129 —

Cid equivale alla possibilitd di serivere gli n—2 gruppi di equazioni se-

guenti:
e = O - prcs, =0 M3 €11 13051 - pocsy, =0
mlc”+nlc”+p‘c”=0 m2012+729023+]’2042=0
mlcln+nlcﬁn+plcan=0 mgcl"+n2cin+pzc4n=0

Mp—g C1y + Np—z Co) +p,,_2 Cpy = 0

Mp—s Cro ~F Nip_s Cop + PusCne =0

Mp—s C1n + Bp—3 Con +pu—2 Cin =20,

cioé anche:
\’ Dg"“"* $ szn+ e D + 0
my (_ﬁl) + n) ( —— ) +pl (_‘L ! ) =0

bgm‘n+l )0 ngn-o-l 2 bzx 0
(2w o (LR O Zn \*
- (Dxl Ay il ( d ) + 2 ()w3 )ocg) e

(2252 () (L

1 0&n L2 VWn VL3 ITp

Si noti perd che le equazioni stesse sono pure soddisfatte dalle altre coor-
dinate z,, ®s, ..., Zn, essendo nulle tutte le derivate seconde che vi com-
pariscono. Si tratta dunque del sistema di »— 2 gruppi di # equazioni
ciascuno, soddisfatto dalle coordinate dei punti della varieta (e dall’ unitd)
nell’ intorno dell'origine: il ragionamento ricordato mel num. preced. porta
a concludere che per l'origine passa uno S,_, contenuto nella varietd, e
che questa ha in ogni punto di esso uno S, tangente fisso. Ma poiché 1'ori-
gine & stata scelta ad arbitrio sulla varietd, si conclude che:

Condizione necessaria per la deformabilita di una V, di Sp., ¢ che
essa sia (wogo di oS, s, e che abbia uno S, tangente fisso lungo ognuno
dei suoi spazii generatori.

4. Per veder meglio la natura di una tale V, si osservi che la sua
sezione con uno S, generico & una congruenza di rette con carattere di svi-
luppabile (*), in cui ciascuna generatrice & incontrata da due delle infini-

(!) C. Segre, Preliminari di una teoria delle varieta luoghi di spasi, Rend. del
Circ. Mat. di Palermo, tom. XXX (1910), pp. 87-121, n. 29; e F. Schur, loc. cit., § 11.

Renpiconti. 1914, Vol. XXIII, 1° Sem. 18
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tamente vicine: per la genericitd dello S, si conclude che ciascuno degli
S,_. generatori della V,, & incontrato da due degli infinitamente vieini in
S,_s, o, in altre parole, gli o®S,_, possono distribuirsi in due modi, come
spazii osculatori ad co! curve. Le due superficie luoghi di questi spigoli di
regresso contengono un doppio sistema coniugato di linee (caratlcrz's/z‘chc)
del quale quelle curve fan parte: son due superficie della specie @ (') ciod
le coordinate proiettive omogenee dei punti (a;) di una di esse (riferita ai
parametri variabili separatamente sulle caratteristiche) sono soluzioni di
un’equazione di Laplace:

Az REA R
= “+a v “+ & Dr!—{—cac—o.

Anzi le due superficie possono considerarsi ottenute, una dall'altra, applicando
n—2 volte a ciascuna la trasformazione di Laplace (in un determinato
verso) (3); le equazioni rappresentate dalle due superficie /ocal? si otten-
gono allo stesso modo una dall'altra.

Queste V, focali non sono le pin generali della specie @ (con un doppio
sistema coniugato) perché la condizione trovata & semplicemente necessaria,
e le altre condizioni per la deformabilith debbono appunto riflettersi sulla
natura di queste V.. Lasciando al num. successivo il precisare queste par-
ticolaritd, possiamo intanto dire che la mostra V, ammette la generazione
seguente :

Si consideri in S,., una particolare superficie Vo con un doppio
sistema coniugato, rappresentonte cioé un'equagione di Laplace:

S
LTy O e B + ez =0.
2T, d7e 7, 72

Gli Sn_. osculatori alle curve di un sistema descrivono la Vi (%)

5. Non perd ogni V, cosi costruita & deformabile. Lo Sbrana ha di-
mostrato analiticamente (e si potrebbe confermare con ragionamenti infini-

(*) C. Segre, Su una classe di superficie degli iperspazi, legata colle equazioni
alle derivate parziali di 2° ordine, Atti R. Accad. delle Scienze di Torino, vol. XLIT
(1906-1907), pp. 1047-1079.

(*) E. Bompiani, @) Sull’equazione di Laplace, Rend. del Cire. Mat. di Palermo,
tom. XXXIV (1912), pp. 383-407, n. 3; &) Sur les configurations de Laplace, Comptes
Rendus de 1'Ac. des Sciences de Paris, tom. 156 (1913), pp. 603-605, n. 3.

(®) Cfr. per n =3 ,4,5, Shrana, loc. cit., @) § 20; 4) § 7 in fine; per 2 qualunque
rimane confermata una fondata supposizione dello Shrana (loc. cit., a), § 21): I'identita
dei suoi enunciati con i nostri dipende appunto dalle considerazioni citite nella nota
precedente, per le quali si pud fare a meno di considerare le superficie intermedie fra
due date in una certa successione di trasformate di Laplace. Per es. che i piani tangenti
ad una superficie & possano considerarsi come osculatori alle caratteristiche (in un si-
stema) di una trasformata di @ risulta dalla mia Nota cit. 4), n. 8.

|
|
|
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tesimali) che gli S, , si mantengono rigidi nella deformazione. Vogliamo
tradurre questa condizione in un‘altra relativa alle superficie focali.

Intanto & chiaro che con la V, si deformano queste V, lasciando co-
niugati i sistemi coniugati. Ma poichs gli S, , rimangono rigidi, e questi
(per il num. prec.) sono osculatori ad un sistema di caratteristiche su cia-
scuna V, di queste caratteristiche rimangono inalterati nella deformazione
tutti gli elementi contenuti in uno S, ,. ciod le prime 7 — 3 curvature.
E poiché in queste condizioni esiste effettivamente una, deformazione (finita o
infinitesima) della V,, (secondo ehe le V, focali sono deformabili in modo
finito o infinitesimo) (*) si ha:

Condizione necessaria e sufficiente perche la V.. costruita al numero
precedente sia deformabile, ¢ che si possano deformare (in modo finito o
infinitesimo) le due Vg focali (ciascuna (n — 2)-esima trasformata dz
Laplace dell’altra) in modo che si conservino inalterate le prime n— 3
curvature delle caratteristiche a cui 9l S, di V,, sono osculatori.

Solo per (n =3, cioé per) S, il problema di deformare, nel modo or-
dinario e simultaneamente, due superficie contigue in una successione di
Laplace coincide con la ricerca delle V; deformabili (2).

La deformazione di una V, avviene, quando sia possibile, deformando
le sviluppabili formate dagli S, , e lasciando questi inalterati: ma le
(n — 2)-esime sviluppabili di due eurve non sono sovrapponibili con i loro
spazii generatori se le due curve non hanno le stesse prime 7 — 2 curvature
nei punti che verranno a sovrapporsi. Nel nostro caso questi spigoli di re-
gresso sono le caratteristiche (in un sistema) delle superficie focali: sicche,
mentre dal teorema precedente risulta necessario che dette caratteristiche
conservino nella deformazione le prime » — 3 curvature, esse conservano
effettivamente anche le (n — 2)-esime.

I1 problema che nasce nel caso pit generale di deformare una super-
ficie lasciando inalterate certe curvature di un suo dato sistema di linee,
mi pare di per sé interessante: e mi propongo di ritornarvi altrove.

6. Ogni V, (v <n) contenuta in V, & deformabile.

(*) Analiticamente le condizioni si presentano in modo distinto: cfr. i due lavori
dello Shrana.
(®) Cfr. Sbrana, loc. cit., a), § 19.

Matematica. — Sulle equazioni integrali di prima specie del
tipo Fredholm. Nota del prof. C. SEvERINI, presentata dal Socio
S. PINCHERLE.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.




