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Il teorema della media porta, in sostanza, a questo: che, dalla prima
di queste formule, relativa alla funsione u

1 7w
u( -!/)‘=ﬁ udo,
27w/,

derivano come consequensa (utte le altre, relative alle derivate della [un-
sione u, sempre che la precedente si supponga verificata per un punto
generico del piano delle variabili x y e per ogni valore generico di R.

Analoga considerazione potrebbe svilupparsi pel teorema dimostrato in
questa Nota, relativo al sistema (1).

Meccanica celeste. — Esame analitico della teoria del Fabry
e del Crommelin sull’ origine delle comefe. Nota del dott. ing.
G. ArMELLINI, presentata dal Socio T. LEVI-CIVITA.

Il prof. A. Crommelin, in un recente articolo intitolato « The origin
and nature of comets », pubblicato nella Rivista di scienza (*), ha profon-
damente studiato il problema dell'origine delle comete.

Egli si domanda (come del resto aveva gia scritto il Fabry qualche
anno prima) come mai non sia stata fin qui osservata alcuna cometa nefta-
mente iperbolica. Non potendo ammettere che tutti questi astri entrino nella
sfera d'attrazione del sole, con velocita estremamente piccola, dichiara che
questo fatto costituisce una prova innegabile dell’origine solare delle comete.

Ora a me sembra che tale ragionamento abbia un punto debole: il
Crommelin e il Fabry infatti non tengono conto della distanza perielia che
deve risultare assai piccola perché la cometa sia osservabile.

La cometa di Tempel II, p. es., che & una delle piu lontane, ha per
distanza perielia p =2,073322. Per distanze notevolmente maggiori sembra
che i raggi solari siano impotenti a determinare nel nucleo cometario lo
svolgimento di quelle emanazioni che generano la coda e la chioma. Par-
tendo da questo fatto, e basandomi su concetti generalmente ammessi, io
mi propongo di dimostrare che, anche nell’ipotesi che molte comete proven-
gano dall'esterno del sistema solare, la probabilitd di osservarne una con
orbita nettamente iperbolica risulta sempre immensamente piccola.

La mancanza di tale osservazione non potrd percid essere invocata come
argomento decisivo contro 1'ipotesi stessa, come fanno il Fabry ed il
Crommelin.

(*) « Rivista di scienza », anno VII (1910), vol. IV.
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FORMULE DI PARTENZA.

Prendendo per centro il sole S, immaginiamo una sfera o di raggio 7,
tale che, in essa, l'attrazione solare sia preponderante rispetto a quella degli
astri. Indichiamo con N (v,7), o semplicemente con N, il numero delle co-
mete che entrano in o, in un certo tempo z, con velocita fisicamente uguale
a v. Sceglieremo =z in modo che N risulti possibilmente grande, tanto da
poter applicare senza errore sensibile il noto teorema di Bernouilli.

Indichiamo con ¢(w,7)dw la probabilitd che 1'angolo d’incidenza (con-
tato dalla normale interna), con cui una delle N comete entra nella sfera o,
gia compreso tra e w - dw, ammettendo per semplicita che ¢ non di-
penda dal punto in cui la cometa passa attraverso o, ma solo da 7 e da w.

Avremo allora, qualunque sia 7,

1) f;go(a).r) do =1;

mentre, d’altra parte, il numero N, delle comete che entrano in o con un
angolo minore o, al pill, eguale ad «, sard dato prossimamente da

@) m:Nf}wmmw

RELAZIONE TRA LE FUNZIONI ¢.

Cid posto, indichiamo con o, una nuova sfera concentrica ed interna a
o, e con o il suo raggio, (¢ <C7). Si tratta di trovare una relazione tra

g

g(w,7) e g(w,0).
A tale scopo, supponiamo che una cometa entrata in o con angolo di

d'incidenza A e con velocitd v, entri in o, con angolo d'incidenza w e con
velocitd v,. Le quantita », e w saranno legate a v e 4 dalle relazioni

(3) 7v sen 4 =0 v, sen u
e s ] B ey Bl
(4) 2 V= = = B (2 0 =N

la prima delle quali & data dal teorema delle aree, la seconda da quello
delle forze vive: M ed / indicano la massa solare e il coefficiente attrattivo;

h @ la costante delle forze vive.
Escludiamo le comete ellittiche eche non entrano nelle nostre conside-

- . : oM/
razioni, e supponiamo, percid, v = ] T




Avremo allora, eliminando », tra la (3) e la (4),

Il secondo membro (che non pud mai annullarsi perché si ha ¢ < 7)
e una funzione crescente di o, come possiamo facilmente dimostrare pren-
dendone la derivata. Poiché senw, in valore assoluto, deve essere necessa-
riamente minore o, al pilt eguale, ad 1, ne segue che, delle N comete con-
siderate, entreranno in ¢, soltanto quelle che hanno traversato la sfera ¢ con
un angolo d'incidenza non superiore a ¥; essendo ¥ dato dalla relazione

(6) seugu:?] /,1-}—21\1/'(%_1) :

v? 7

boddx\hceudo v alla condizione di parabolicitd o iperbolicitd, risulta

sen Y| < ‘l “<1 e quindi il calcolo & sempre possibile.

Dalla 6), 11001daudo il teorema di Bernouilli che, come abbiamo detto,
pud qui applicarsi senza errore, ricaviamo che il numero N, delle comete
che entrano in ¢, & dato dall'espressione:

/., 2Mf
_,w=;\rc.sen?—‘] 1_{_0__‘/(:)__71_)
@ %= (g0, ) do

=0

Sia 4 minore di w: le comete entrate in ¢ con un angolo d’incidenza
minore o, al pid, eguale a A (supponendo sempre la velocita d’ ingresso
eguale a »), entreranno in o, con un angolo d’incidenza minore, o, al piu,
eguale a w: sen 4 e sen w essendo legati dalla relazione (5).

Noi ayremo dunque:

(8) Nf w,7) dw—ij ¢(w,0)dw,

da cui, eliminando N, per mezzo della (7), avremo:

N R DY AN 1 )
~@O=are jsen= - 1+v_’( ;—) sen p ¢
9(w,7) do
w=u
9) g (o, 0) do ="2=" , - ~
Jo=0 ,,qw:arc:sen:g] 1+%:/<’17~});
$(w,7) do

=0

e e
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che ¢ la relazione funzionale a cui volevamo giungere. In essa, figura come
un parametro arbitrario; il qnale‘ per c¢id che precede, & evidentemente

sottomesso alla condizione p < 5 Facendo, p. es., y=72£, ritroviamo la

formola (1) come caso particolare. Differenziando la (9) rispetto a w, si ot-
terrebbero altri importanti relazioni, che per brevita tralaseiamo perché non
necessarie per cid che diremo.

PROBABILITA DI VEDERE UNA COMETA; VALORE PROBABILE DELLA DISTANZA
PERIELIACA, DELL’ ECCENTRICITA, ECC.

Supponiamo ora data tanto la funzione ¢(w.7,), relativa al valore par-
ticolare del raggio » =7,, quanto il numero N, di comete che nel tempo =
entrano nella sfera s di raggio »,, con velocitd ». E facile allora il calcolare
quante di esse saranno visibili. Infatti, se noi prendiamo come unitd di
lunghezza il semiasse dell'orbita terrestre, e costruiamo una seconda sfera
avente ancora per centro il sole e il cui raggio sia uguale all'incirca a 2,
allora, per cid ché stato detto in principio, potremo considerare come visibili
quelle comete che vi entrano.

Chiamando con #, il numero di queste comete, si ha:

N 1
o =arc. sen—l l+2If(2 )

N i1

(10) T (0,/1)dm

Possiamo anche calcolare il valore probabile d dell'angolo d’incidenza
con cui le #, comete visibili entrano nella sfera di raggio 2, o sfera di
visibilitd. La quantitdh 0 deve infatti soddisfare alla relazione
=

(11) jgp(r:Z;m)dw:

=)

DO | =

Ora, @(7 =2;w) & incognita, ma noi possiamo valerci dell’ equazions
funzionale (9). Da essa infatti ricaviamo

w__arcesen:-—l +2M[( —l) send':

(12) (g)(w ) do = :

Yo=10

~® = arc 3sen=—]/m:
= J@(w»rl)dw‘ ’
w=10

DO | =

e poiche, per ipotesi, ¢(w,r,) & nota, la (12) ci dard send.
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Analogamente potremo conoscere il valore probabile della distanza del
perielio e dell'eccentricitd delle », comete visibili; la formula (9) ha percid
molta importanza in questa teoria.

APPLICAZIONE AL CASO PARTICOLARE IN CUI SI SUPPONGA CHE LE COMETE,
NELLE REGIONI LONTANE DAGLI ASTRI, SI MUOVANO IN MODO CHE
TUTTE LE DIREZIONI RISULTINO EGUALMENTE PROBABILI.

Per applicare ora la nostra formula all'esame delle teoria del Crommelin,
occorre fare un'ipotesi sulla funzione ¢.

Ci fonderemo percid sul seguente

PostuLaTo. — « Facendo astrazione dalle regioni prossime agli astri,
« le comete dello spazio si muovono con legge tale che tutte le direzioni
« risultano egualmente probabili ». Ammetteremo ancora che dentro certi
limiti, tutte le velocitd siano equamente ripartite.

Prendiamo ora una sfera =, avente per centro il sole e il cui raggio R
sia assai grande: p. es., sia eguale a 100.000 la lunghezza del semiasse del-
I'orbita terrestre. Nell'interno di questa sfera 1'attrazione del sole & certo
preponderante; mentre, d’altra parte, dato il grande valore di R, possiamo
ammettere, almeno in prima approssimazione, che tutte le direzioni d’in-
gresso delle comete in =, sieno ugualmente probabili. Allora la probabilita
che I'angolo d'incidenza di una cometa in =, sia compreso tra 0 o y, & data
dal rapporto tra l'area di una calotta sferica limitata dal parallelo di con-
latitudine y e l'area della semisfera corrispondente.

Abbiamo dunque:

A=y
(13) ‘l(/‘=100.000;w)//w=9sen’%y;
Jo=>0 s
da cui:
(14) ¢(r=100.000 ; ) = 2 sen w.

La (10) ci da allora, eseguendo i calcoli,

7, 2 _2f
) Ni,=1"l/1—4R" YRERE  R=10).

Eliminiamo ora v, introducendo la costante delle forze vive, /4, data
dall'equazione (4); e sostituiamo alle lettere i mumeri scegliendo, come &
stato detto, per unitd di lunghezza il semiasse dell’ orbita terrestre e per
unitd di tempo il giorno solare medio. L'unitd di massa pud [essere qual-
siasi, giacché il prodotto M/ ha le dimensioni [L?®T-%].
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Avremo:
(16) _ﬂ K ]/1 ) 4/¢+ 0.000605
80,26 + 107
La quantita W (che chiameremo col nome di coefficiente di visibilita)

gode della proprietd che, moltiplicata per il numero N, delle comete entrate

in 2, dall'esterno ¢i da il numero 7, di esse che risulta probabilmente
vigibile.

h=0).

RisurraTo. — Ora la formola (16) ci mostra che W decresce in
maniera estremamente rapida appena h supera 0, cioé appena la traiet-
toria s allontana dalla parabola cangiandosi in iperbole.

Supponiamo, per dare un esempio, che cento bilioni di comete (10')
entrino nella sfera 3, o sfera d’ attrazione del sole. Se la velocitd d’ ingresso
6 inferiore a 130 metri circa al minuto secondo, 4 & negativa e 1’ orbita ri-
sulta ellittica. Immaginiamo percid che tutte le velocita d’ingresso siano
comprese tra un minimo p. es. di 200 metri e un massimo p. es. di 100 km.
al secondo, (massimo notevolmente elevato); e che tra questi limiti siano
equamente distribuite.

Divideremo, per semplicitd, le nostre comete in cento classi, ammet-
tendo nella 1* quelle con velocitd d' ingresso inferiore ad 1 km; nella 2a
quelle con velocitd d’ingresso compresa tra 1 e 2 km, e cosi di seguito. Per
I'ipotesi fatta sull’uniforme distribuzione delle velocitd, ogni classe conterra
circa un bilione di comete. Ricordando la nota relazione tra 1’ eccentricita
¢, la distanza perieliaca p, e la costante /; poichd per le comete visibili si
ha p = 2, avremo per queste:

4h
(17) eél—f—M—/,.

Servendoci allora del coefficiente W, dato dalla formula (16) sara fa-
cile calcolare la seguente (*):

TABELLA.
Numero Numero
Ciasse [delle eomete e Classe |delle comete e
visibili vigibili

1 5000 e =1,0001 6" 7 e = 1,05

28 180 e =1,002 78 5 e = 1,08

3 48 e = 1,009 8 4 e=1,10

42 20 e = 1,02 9t 3 e =113

b 12 e = 1,03 10* 2 ei=21i16
ecc. ecc.

(*) Risultati numerici poco dissimili si avrebbero, sia tenendo conto del moto del
sistema planetario nello spazio, sia modificando il postulato in modo che le deboli in-
clinazioni risultino preferite ecc.
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Da questa tabella risulta che per spiegare come le comete fin qui
osservate non abbiano mai presentato un'orbita nettamente iperbolica, non &
necessario di supporre per tutte un'origine interna al sistema solare. dnche se
molte comete pervenissero dall'esterno, la probabilita di scoprirne una con
orbita fortemente iperbolica sarebbe pressoché nulla. Non pud quindi essere
considerata come soddisfacente la teoria del Fabry e del Crommelin, i quali
hanno creduto che la mancata osservazione di orbite nettamente iperboliche
sia una prova incontestabile della origine solare dei nuclei cometarii.

Matematica. — Sur la représentation des fonctionnelles con-
tinues. Nota II di R. GATEAUX, presentata dal Socio V. VOLTERRA.

[. — PRELIMINAIRES.

1. Dans deux Notes précédentes (Comptes rendus, 4 aout 1913, Reale
Accademia dei Lincei, 21 décembre 1913), j'ai étudié la représentation, par
la limite d'une somme d'intégrales multiples, d'une fonctionnelle U|[2]| dé-
finie et continue dans le champ des fonctions z(«), ces fonctions z(e) étant
délinies, réelles et continues pour a=a<14.

Je me propose d'étudier dans la présente Note ce que deviennent les
résultats précédemment obtenus, quand les fonctions 2(«) sont définies pour
toutes les valeurs réelles de «.

2. Je désignerai par 2 l'ensemble des fonctions z(e) définies, réelles
et continues pour toutes les valeurs de la variable réelle «.

A(a) et B(e) étant deux fonctions de £ telles que A(a) = B(a), je dé-
signerai par 2 (A, B) l'ensemble des fonctions z(a) de £, telles que

A(a) = z(a) = B(a).

Je dirai que la fonction 2,(e) a pour limite la fonction zs(a), si 2,(a)
tend vers s,(«) pour chaque valeur de «, la convergence étant uniforme dans
tout intervalle fini.

D’aprés cela, je puis définir un écart de deux fonetions z,(e), 2.(«).
Je considere la fonction du nombre positif /:

}—{- maximum dans (—/,7) de [2,(a) — z:(e)|.

Cette fonction de / admet un minimum que j'appellerai écart des
fonctions z(a), zx(e). 11 est aisé de voir qu'il posséde bien les propriétés
d'un écart.

Les expressions fonctionnelle continue, fonctionnelle uniformément con-
tinue, ensemble compact de fonctions ont maintenant un sens parfaitement

e = e~ = N e —————— p—




