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Meccanica. — Nuovi criteri di stabilita per moti stazionart
di prima specie. Nota di UMBERTO ORUDELI, presentata dal Socio

T. LevI-CIVITA.

In una Nota comparsa nei Rendiconti di questa R. Accademia (2° se-
mestre 1913, pag. 642), ho dato alcuni ecriterl (condizioni sufficienti) di
stabilita, nel caso che il sistema di equazioni differenziali, al quale intendo
ricondotto il nostro studio, sia il seguente:

dax,

dat
das

i L0 + pee e+ 0 Penn

=/)H~l‘l +})|-2J~'-z + + [)lnvvn

( Uy
—;, = P ) +pn?~1"2 + +pnn Tn

dt

dove le pys (#,8=1,2,..,2) sono costanti reali. Nei riguardi delle co-
stanti stesse, giova notare come, nei problemi d'interesse pratico, avvieue,
per esempio, che, assegnata ognuna di esse costanti entro un certo campo
di valori, il quale dipende dalla natura delle applicazioni, si ricerca se
esiste la stabilita del moto indipendentemente dai valori che competono
alle costanti medesime nell’interno dei rispettivi campi di assegnazione.
Tuttavia, la portata dei suddetti criteri potrebbe sembrare, a prima giunta,
ristretta, mentre siamo in presenza effettivamente del contrario.
Giova, anzitutto, richiamare i criterl su menzionati.

PRIMO CRITERIO:

A—n—1)p=0.

SECONDO CRITERIO:

: Basta che, almeno in corrispondenza di un certo valore dell'indice «,
si abbia simultaneamente

5 Paa Pi — Pra Pai = 0
{ don—(—T1) e =0

(S.i=l,2,...,a—l,a-l-l.....n).
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In cotesti criteri, le quantitd 4, p, dqu, e s’ intendono assunte cosi:

— 7 Z[),’i (i=1.2,....72)
I w leijl (2'4:.7.;7".7':1727'"’”) (l)
( )I ( — Ao = Paa.

o = | per| (s,7=1,2,..,e—1,a}+1,..,n).

I seguenti criteri (cioé terzo e quarto) valgono nell’ipotesi pi; =k pj;
(=] 8 on = 1L B g i)
TERZO CRITERIO:
A—nr—1)r=0,
dove » & una quantitd positiva, assunta in modo che si abbia simultanea-
mente
Pse Pej

TZI Pse Pes ‘

Pec — Pss Pee — Pss
(s sshis =102 e — 1, e =)l

essendo p.. la maggiore fra le costanti p; (1 =1,2,,..,7).

\7/2“70' y V=

(De

QUARTO CRITERIO:
A—(n—1)va =0

(almeno in corrispondenza di un certo valore dell’indice e), intendendo as-
sunta la quantitd v, in modo che si abbia simultaneamente

Psa Pas Psa Paj

S = s
os 2200 | |+ PR
R (j#:s;]',s=1,2,.'.,a—1,a+l,...,n).

Nella prima, nella seconda e nella quarta delle (I), e mnella (T) ed (I)s,
il segno di eguaglianza & necessariamente vincolato. Cosl, per esempio (qua-
lora le p; non siano tutte fra loro eguali), nelle — 4 = p; il segno di
eguaglianza potrd sussistere, volendo, soltanto in corrispondenza della mas-
sima delle p; .

Cid premesso, notando che, qualera le p; (j=1,2, .., %) non siano
tutte negative, i critexl primo, terzo e quarto non resultano soddisfatti: ed
osservando, d'altra parte, la struttura del secondo criterio, parrebbe, a prima
giunta, che tutti i suddetti criteri comportassero un campo ristretto di sfrut-
tamento. Invece, siamo in presenza effettivamente del contrario, come mi
accingo a mostrare.

e

(Ds

(') Il simbolo | | significa che va preso il valore assoluto della quantitd racchiusa
dal simbolo stesso.
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Si osservi, anzitutto, 1'equazione determinante

P — @, Pre vy Pin
P v Pee — @y ey Pon

pnl sy Pne yeeo s Pan — L

e si noti che, data un'equazione algebrica

(3) w"—'l'“lw"—l + "+an=0~

¢ necessario, affinché la (3) abbia tutte le radici con parte reale non {posi-
n

tiva. che sia @, = 0. Sicche, nella (2) avendosi @, = — f_pu. o trala-
s=I1

sciando la considerazione del caso particolare, in cui esista qualche radice
con parte reale nulla. si vede che, nei riguardi della nostra questione, ri-
mane da intendere

(4) 0> z ik

=1

Cid premesso, vengo a mostrare che, qualora la (4) sia soddisfatta, si
pud sempre, mediante opportune sostituzioni lineari a coefficienti costanti
(fra le quali sard compresa la sostituzione identica nel caso di tutte le
pe Degative), trasformare il sistema (1) in un altro sistema

dy
—£=//nyl + qeye =+t GinYn

dt
dy.
(5) dt =421y|+’/2-2,’1/2+"'+'12n_?/n

( //yn
W = (Im 1 + Gneye + - - anlYn

nel quale le 4, (s=1,2,...,7) siano tutte negative.
Si operi, dapprima, la sostituzione

p =y | (1 1 1
=y 4+ p y."

o (1) (1) (1) (1)
o =" N+ 42 ya

’ (1)

(I,‘}' == ‘71

(]'=3,4‘...‘/L).
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dove le p{", pi, ¢, ¢ sono costanti. E implicitamente inteso che il de-
terminante

(1 )|
4% p‘a’|

(1 1
g P

sia diverso da zero.

Tl sistema (1) si trasformerd, allora, in un sistema nelle »‘, sistema
che intenderd risoluto rispetto alle derivate delle y medesime. Allora,
designando con pfY e pf i coefficienti rispettivi di y{" ed yi’ melle prime
due equazioni del sistema cosi trasformato, resulta che, ponendo
6)  pp =p® | pPg® = u® | pPgd = p® , gflg =g,
avremo
(7) { psll)D = 11 u — p“p(l) +P|2(Z“) __pnv(l)

( p‘;g‘D =p2|p(n — P W "I’P‘z?um rioad 7'129“) "

Mediante addizione delle (7) fra loro, si ha

(P 7) D = (pis o) (u? — o)

Ma

uV —p =D ’
dunque
(8) P = P = P+ Poe

come resulta pure dalla teoria degli invarianti delle equazioni differenziali
lineari ().

La (8) rappresenta l'unica condizione, alla quale dovranno soddisfare i
nuovi coefficienti 2 e p®: ciod, scelti pfY e p& in modo che la (8) sia
soddisfatta, esisterd sempre una sostituzione del tipo considerato, che porta
il sistema (1) in un sistema nelle ), nel quale i coefficienti di 7" e di Y5
saranno rispettivamente le costanti di p{Y e p& scelte. Infatti, la coesistenza
delle (6) richiede pVg" = u®»®, cioé

(9) p(l)zwlv(l) ; u“’=zv,q‘”.

dove w, & wbitraria. Sicché, assegnato a D un valore diverso da zero, ma,
del resto, qualunque, le (7) diventano, in " e », le seguenti equazioni:

(10) \ (P wy F pre) u® — (par i + poowy) 0 = w, pi D

' (P?fz W) — Pn) uL + (per wi — P w,) o = w, sz) D

(") Per la bibliografia relativa a cotesta teoria, vedasi, p. es., Pincherle e Amaldi,
Le operasioni distributive e le loro applicazioni all'analisi, Bolugna, 1901, pag. 474.
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le quali sono sempre possibili, giacché il determinante relativo alle mede-

sime &

Par(Pr1 - Pes) w03 - (Pl — ph) Wi — Pra (P2 + Pas) w1y

il quale, soltanto nel caso pyo=ps =0 , P11 = Ps2, Oppure nell’altro
P11 = Pse = 0, resulta identicamente nullo, casi nei quali le (10) rappresen-
tano un'unica equazione. Qualora le (10) non rappresentino un'unica equa-
zione, avremo, mediante addizione delle (10) medesime fra loro,

wV — oV =D.

Qualora invece le (10) rappresentino un'unica equazione, occorrera ac-
coppiare, con la medesima, l'altra z’ — »’ = D.

Avute le 2 e »@, le (9) porgeranno (intendendovi w, diversa da
zero) le p e ¢™. Avremo, poi, nei riguardi delle p{", p{", ¢V, ¢, le
equazioni (6), che potremo, p. es., trattare cosi: Si assumano pﬁ" [ p{," in
modo che si abbia pf" pf" = p. Allora, nei riguardi delle 4{" e ¢¢", avremo
le equazioni

(11) pPe)' =41 | piloV =9V,

Si osservi, infine, che, avendosi #V o™ = p® ¢, resulterd evidente-
mente pf " pf g = p® ¢, cioe p® ¢! ¢ = p ¢, Da cui, qualora
2 non sia nulla, segue ¢{" ¢t = ¢‘V. Invece, nel caso speciale della p

nulla, avremo (essendo w, diversa da zero) nulla la », e quindi > =D,
sicché p{" sard anche allora diversa da zero, mentre %) sard nulla, avendosi
pUp) = p™®. Per cui, in cotesto caso speciale, la seconda delle (11) diventa
un’ identitd, mentre la ¢\" ¢ = ¢, anziché una conseguenza di precedenti
resultati, sard 1'equazione da accoppiarsi con la pf" () = V.

Ora, operando sulle 4 la sostituzione

(2)

ll\ _Jl
~ l)~,12| U|2)+[‘(2J (2)
’ y< jfatas (/m J(°) + ,/(Q)yieb

W=y® (j=4.5,..,n),

ed indicando con pf e pg i coefficienti rispettivi di @ ed y nel sistema
trasformato, avremo

@ @ 1
Py + PR = Pis -+ ]l'n ’

/“a? + P8 = Pze + P33

ovvero

giacche pf = p,;. Analogamente proseguendo, avremo

(3) (3 ( -
+ Pid = 77:3;' + Pas 5 €CC.

o
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Sicché, denotando, col sistema (5), 1'ultimo sistema, al quale conducono quelle
successive trasformazioni, resultera

g =pR, oo =p , ..., gun = pi".
Ora, osservando che
I+ o2 4 -+ Gan =P = P>+ - - Dn

rappresenta, in virth delle precedenti considerazioni, l'unica condizione, alla
quale devono soddisfare le g; (=1,2,...,#), resulta chiaramente che,
qualora sussista la (4), si pud sempre ottenere che nel sistema (5) tutte
le gi (¢=1,2,...,7) siano negative.

Infine, qualora, in corrispondenza del sistema (5), resulti soddisfatto
qualcuno dei criteri da me dati, le soluzioni del sistema stesso saranno
certamente stabili e, quindi, tali saranno anche quelle del sistema (1),
giacche la stabilitd non si perde attraverso sostituzioni lineari a coefficienti
costanti.

Matematica. — Sur les fonctionnelles d'ordre entier dap-
prozimation. Nota di R. GATEAUX, presentata dal Socio V. VOLTERRA.

I. — PRELIMINAIRES.

Désignons par £ I'ensemble des fonctions réelles z(«) de la variable
réelle « définies et continues pour 0 < e <1 et telles que 0 < 2 (a)= 1.3

Soit U|[¢]| une fonctionnelle définie, réelle et bornée dans 2. Nous
nous proposons de déterminer une fonctionnelle d’ordre n d’approximation
de U|[]|, c'est-a-dire une fonctionnelle V|[z]| d'ordre =, telle que, si V']
est une autre fonctionnelle d'ordre 7. on ait:

maximum |U|[z]| — V|[]|| =< maximum | U|[z]|— V|[]|| .

On 'voit immédiatement qu’on peut:se borner aux fonctionnelles d'ordre »
réelles et c'est ce que nous ferons par la suite.

LEMME. — Tout ensemble de [fonctionnelles d’ordre n bornées dans
lewr ensemble dans R est compact: c’est-a-dire que de toute infinité d'entre
elles on peut extraire ume swuite tendant (uniformément ou non) wers une
limite.

D'aprés un théoréme de M. Fréchet (Sur quelques points du calcul
fontionnel, n° 19, Circolo matematico di Palermo, [906), il suffit pour cela
que les fonctionnelles ‘de l'ensemble ‘soient bornées et également continues
en toute fonction 2.




