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2) Deux systémes = différents de 3, par exemple 3, et 3, coin-
cident.

Dans le premier cas, les conrbes de 3, passeraient par le point z,, ce
qui est impossible par construction.

Dans le deuxiéme cas, les courbes O, de 3, passeraient par u,, et
celles C; de =, par z,. Cela ne peut arriver pour un point z, générique,
car alors, lorsque 2, décrirait une coutbe C, , les courbes C, , C, correspon-
dantes coincideraient, et, contraivement 2 ce qui a été démontré plus haut,
les courbes transformées des C, au moyen de I, ne se décomposeraient pas
en » — 1 courbes.

Nous avons done 7 systémes doublement infinis distinets: 3,3, , ..., 3,.

Considérons un groupe générique de I,,, et soit ¥ un point quelconque
de ce groupe. Indiquons par H, le faisceau des courbes C, passant par g, .

Les courbes de =, , homologues des courbes C, de H,, passent par un
certain point du groupe de I,, considéré. Nous indiquerons par y, ce point
et par H, le systéme oo' formé par les courbes C: homologues des courbes
C, de H,. De la méme maniére, nous désignerons par Y35 Ya s v s Yn3
H;,Hy,..,H, les autres points et les autres systémes oo! homologues
respectivement de y, dans le groupe de I, considéré, et de H, dans les
systémes 3;,3;,...,3,.

Faisons décrire au point y,, sur la variété réelle V 2 quatre dimensions
qui représente la surface F dans le sens de Riemann, un cycle quelconque.
Les systémes H,,H,,..,H, varieront respectivement dans les systémes
distinets 2y ,3q, ..., 3y, of, par suite, ne coincideront jamais. Done. apres
un chemin quelconque décrit par yr sur V, les systémes H, , H,,..,H, ne
subissent aucun changement. Par suite, les POInts g, ys, .., Y, dépendent
rationnellement de /.. Notre théoréme est ainsi complétement démontré.

Matematica — Zeoremi di unicitis nei problemi dei valori al
contorno per le equazioni ellittiche e paraboliche. Nota di Mauro
PicoNE, presentata dal Socio L. Brancwr,

1. Nel ristretto spazio che ho potuto concedere alla mia Nota recante
lo stesso titolo della presente, inserita nel vol. XXII, pp. 275-282 (2° se-
mestre 1913) di questi Rendiconti, non hanno trovato posto le applicazioni
ad esempii concreti dei due teoremi di unicitd enunciati alla fine della
Nota stessa. In questi ultimi tempi mi si & dimostrata I'opportunitd di far
conoscere quelle applicazioni, in seguito a che, come mi fece osservare il pro-
fessore Fubini, sard soltanto resa palese tutta la portata di quei teoremi,
presentemente abbastanza riposta. In questa breve Nota mi permetto appunto
di mostrare le applicazioni sopraddette. Si vedrd che, in forza dei citati teo-
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remi, sard possibile dare esempii, oltre i notissimi, di equazioni ellittiche
lineari alle derivate parziali del second ordine, per le quali vale il teorema
di unicita relativo agli integrali che prendono valori assegnati sopra il con-
torno di un campo connesso che pud illimitatamente estendersi come ad esso
consente, per esempio, la sola ‘condizione di essere tutto contenuto in un
angolo (1)

Mi limito a considerare le equazioni ellittiche, per le quali, com’®
noto, ogni teorema di unicithd nei problemi dei valori al contorno & anche,
sotto speciali ipotesi ulteriori per il relativo campo, un teorema d'esistenza;
ma le considerazioni che fard, offrono anche altrettanti teoremi di unicitd
relativi agli integrali di un'equazione parabolica lineare alle derivate par-
ziali del second'ordine, che prendono valori assegnati sopra il contorno di
un campo €onnesso.

2. Sia data l'equazione ellittica
0 L==(a L SR W (¢ e +cj—;)+

\ ¢S

x AT Y R Ri

[

R 8
oh— 42k — + A=/
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per la quale supponiamo 'definiti i coefficienti in un certo campo I' del
piano z,y, tutto al finilo. avente nel suo interno il punto origine delle
coordinate. e le funzioni
de W b e b Dk A

afbs chi=—%=—5% ; WSy E
Qe QX Y VY w WY

e
finite e continue in tutto I', mentre ivi & sempre
a0y =08 ae —10=>0%

Enunciamo il teorema di unicita, stabilito nella mia Nota citata, rela-
tivo agli integrali dell’equazione (I) assoggettati a prendere valori assegnati
sopra il contorno ¢ di un campo connesso Cdir.

TEOREMA DI UNICITA. — Sia @ (x,y) una [unzione arbitaria defi-
nita in tutto T, ivi finita e continua colle sue derivale Pz ¢ Py, mentre
lo @, vi si mantiene Sempre diversa da zero; poniamo

¢ indichiamo con 0 una funzione sempre positiva in I, per la quale vi
risults
(1) a@ = 0w ac= 0yt b (a—o)(c_axv)—(/l-;-exyzo.

(*) T teoremi finora conseguiti in proposito, sono relativi a campi intieramente con-

tenuti entro una striscia, entro un quadrato, entro una corona circolare ecc.; efr. il ne3

della mia Nota citata.

————————
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Posto, inoltre,
t=— 6% )

indichiamo con m il minimo della funzione

fa; ﬁx(-?-?/)"f‘[y(-f'y)_ 95
0 6(s,y)

a(@,y)=c¢ )
e con M un numero positivo non inferiore al massimo dell’altra [unsione

@ x5, y) 4 ty(s,¥) Js
5 0(s,y)

) 1 h %k
ARl 5<A BTl ]y) ¢

8i ha allora che: dato un campo connesso C di I', se il primo e l'ultimo
punto d incontro di ogni curva ¢ = cost. che invade C, col corlorno ¢
di C, limitano su questa un arco la cui proezione ortogonale sopra I'asse x

non supera la quantita
0= ]/';’721‘ ’

¢ unico in C ["integrale dell’equasione ellittica L (3)= [ che su ¢ prende
valori prescritti.

Per maggiore chiarezza, facciamo vedere come sia possibile, lasciando
alla y completa arbitrarietd tra le funzioni finite e continue in I, costruire
una funzione positiva 6 ivi verificante le diseguaglianze (1). Basterd per cid
prendere per 6 una funzione sempre positiva nel campo I' e ivi sempre
minore di entrambi i minimi delle due funzioni

ac — b®

SRI G R

certamente non nulli nel campo I' che abbiamo supposto finito.

Nell'ipotesi, che converrd in seguito considerare, in cui I" si estende all’in-
finito, la funzione 6 esisterd qualora si ammetta pei coefficienti a,5, ¢,
quello speciale comportamento all’ infinito, secondo il quale le due funzioni
a e Y si mantengono discoste da zero pitt di un termine assegnato ¢. In
quest' ipotesi, per I', non si potrd neppure assegnare arbitrariamente la fun-
zione ¢ (#,y) e i rimanenti coefficienti 4, %, A ; si dovid soddisfare alla
condizione che la funzione e(z,y) si mantenga pur essa discosta dallo zero
pitt di un termine assegnato m, e che la funzione g («,y) non superi un
numero fisso M.

Dall'enunciato teorema di unicitd segue che, nel caso che sia, in T,

" Renprcontr. 1914, Vol. XXIII, 1° Sem.
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il campo C non deve soddisfare ad alcuna condizione affinché per esso valga
il teorema; si potrd invero prendere allora per M una variabile positiva
infinitesima. Cid & notissimo; pertanto, nel sdguito, sottintenderemo che la
funzione H(x,y) prenda sempre, in I, anche valori positive.

3. (id premesso, per una maggiore comprensione del teorema di unicita
del numero precedente, consideriamo le sue conseguenze in qualche caso
particolare. Cominciamo dal pit interessante; e prendiamo per funzione ¢ la

seguente :

x?
Yt+ops

solchiamo cioé il campo I' con la famiglia @ di parabole eguali
‘1.2
Likars

di parametro 4 aventi 1'asse delle y per comune asse. Si avra y = j—{ . Pren-
diamo per 6 una costante positiva, minore di entrambi i minimi nel campo I’
(supposto finito) delle funzioni

Kae—1Y)
ay® + 2kbx + ck*’

a, Y=

. : H : : -
risultera c«(z,y) =1 wo’(:c.y):;. Designamo con N il massimo, in I

della funzione H (x, y); in forza del nostro teorema di unicitd potremo affer-
mare che:

.Dato un campo C di I, se il primo e I'ultimo punto di incontro di
ogni parabola @ che invade C, nel contorno ¢ di C, limitano su questa un

arco la cui proiezione ortogonale sull'asse z non supera la quantita
B44n8 oicnmds s
d=n ]/ﬁ e unico in C I'integrale dell'equazione (I) che su ¢ prende

valori prescritti.

b E molto semplice la costruzione di campi C presentanti la particolarita
indicata nel teorema precedente. A tal uopo (ved. figura) conduciamo la
retta }?er l'origine di equazione y = y x, e consideriamo tutte le parabole @
c_he 1a. incontrano. Sopra ognuna di queste parabole flssiamo per senso posi-
tnl'o- di per.corso quello, secondo cui deve procedere un osservatore, che cam-
n?ml'sul piano z,y, percorrendo la parabola in guisa che il relativo fuoco
giaccia sempre alla sua sinistra.

Se, dopo cid, a partire da un punto d’incontro P, di ogni parabola
o=nh d.ella retta 7, stacchiamo sulla parabola, nel verso positivo, un seg-
mento di essa, P,P’,, la cui proiezione ortogonale sull’asse = & misurata
dalla costante d, subito si vede che il luogo dei punti P’, & una seconda

——
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retta »'. Ed invero, detta & 1'aseissa di Py, sard &40 quella di Pp; e si
avrd pereio™:

N, (Eo)
yE+d)=h ST

A

*
o o
N\
i c
|
T
Ne segue, per l'ordinata 7 di P's, il valore
gty E4or G & _ M grifh
il luogo dei punti P', & pertanto la retta ' di equazione
() 0?
!/———(r-i-;c)w-l-rf’-l-z,f-

—- e e —— —
— o8 et
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Ne segue che: #/ campo C soddisfera alle volute condiziont per la
validiti del teorema di unicita, semplicemente Se (ved. figura) @ tutto con-
tenuto in uno dei due angoli delle rette r 7’ soleati dai segmenti di pa-
rabola PaPy' .

11 coefficiente angolare della retta » 8 in nostro arbitrio; scegliamolo
percid in guisa che i nominati due angoli opposti al vertice abbiano il loro

. . d
massimo valore. Occorre e basta pereid porre y= oy e allora le rette

a

» e ' assumono rispettivamente le equazioni

) , )
(/-) y=— ‘)Z? G (G ) Y= 0—/~

passano cioé entrambe pel punto origine delle coordinate, e riescono ugual-
mente inclinate sull'asse delle z. L'angolo da esse compreso sard poi acufo,

retto, ottuso, secondoche
S<L2% , =2k , 0>2k.
Possiamo pertanto enunciare il semplicissimo teorema di unicita:
Indichi i una costante positiva, e 6 um'altra costante positiva minore
di entrambi i minimi, in T, delle [unzioni

P4, k*(ac — b?) )
ax® 4 2bkx -+ ck®’

sta poi N il massimo, in I, della funsione H(x,y): per ogni campo C
di T, tutto contenuto in uno deyli angoli delle due rette 7,7,

= /6 /
(/‘) (/ = iF 2 [ —= X ;’ — l / E—

attraversati dall'asse delle xz, vale il teorema di unicita relativo agli in-
tegrali dell’equazione (I) che prendono sul contorno valori preseritti.

‘ Consideriamo il caso, particolarmente interessante, in cui il campo I’
sia tutto il piano zy, e i coefficienti dell'equazione (I) vi siano definiti in
?nodo. cpe.esista sempre una costante positiva # minore di entrambi i limiti
11‘1f'er10r1, in tutto il piano, delle funzioni « e Y, ed esista un nnme.ro po-
sitivo N che si mantenga maggiore dei valori di H (a:' ¥); varrd sempre
allor'alll teorema di unicitd per campi C soggetti, ad ,esel’npio alla sola
con.dmone d’essere contenuti in uno degli angoli de’lle rette 7 7“; attraver-
sati dall'asse delle x. Osserviamo che, fissato 4 e quindi 6 l"a ;1'tnra del-
l'al'ago.lo (7,7"), in cui deve essere contenuto il campo C d’ipenpde dai va-
:.():;.td) N, eq essa au'menta e tende ad essere di 180° ’col diminuire del
imite superiore N di H (z, y). Comunque, purché N sia finito, riusciamo
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a costruire campi C, per cui vale il teorema di unicitd, suscettibili di
estendersi illimitamente nelle infinite direzioni comtenute in un angolo.
4. Confrontiamo le condizioui ora imposte al campo C con quelle che,
anche nelle speciali ipotesi ultimamente fatte pei coefficienti dell'equazione (I),
vengono ad esso imposte nei teoremi di unicitd finora conseguiti.
Facciamo, per semplicita, il confronto avendo supposto = 0. Il ben
noto (cfr. il n. 3 della mia Nota citata), il teorema :

Se a e ¢ sono funzioni sempre positive in.tutto il piano aventi entrambe
ivi limiti inferiori non nulli, e 6" designa una costante positiva minore di
questi limiti, mentre N & un numero positivo che non viene mai superato
da H(x,y), per ogni campo C contenuto in una striscia di larghezza non

5 o' :
superiore a 7w ]/ﬁ' ¢ unico 1'integrale dell'equazione

(1) D( Dz)—l—)(ﬁ)—’r%%—{—%%—kAz:/',

= ==\{C
DY/ R4 Y Yy

che sul contorno di C prende valori prescritti.
Se a e ¢, oltre ad avere limiti inferiori non nulli, sono tali che anche

la funzione
krac k* k?

w=aac’+clc"_£2 7/£2>;::* e

¢ a c 0’

ha limite inferiore non nullo, per il che occorre e basta che — si mantenga
¢

inferiore ad un termine assegnabile [sia ad esempio ¢=6"- x*c'(z.y),
con ¢'(z,y)=0>0], si potrd anche applicare il teorema di unicitd otte-
nuto al num. precedente; ed & evidente quanta maggiore libertd di esten-
dersi esso consenta al campo C.

5. 11 metodo seguito al n.3, si pud adottare, com'é ben evidente, nel-
I'esame delle conseguenze del teorema di unicitd enunciato al n. 2 in mol-
tissime altre ipotesi che sulla funzione arbitraria ¢ (x,y) si possono fare.
Oftre interesse la considerazione della famiglia @ di catenarie

€

y—f—/ccoshz=h;

si avrd y = senh "lf e se, nell'ipotesi che il campo I' sia tutto il piano,
supponiamo inoltre non nulli i limiti inferiori delle funzioni

ac— b®

a lll= Z Z )
a senh® — - 2/ senh — -4 ¢
k k
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o finito il limite superiore di H, si giunge per il campo C a condizioni
ancora meno restrittive della sua libertd di estendersi illimitatamente in

varie direzioni. Nelle ipotesi del n. 3, il coefficiente ¢ dalla (I) deve avere
2
all' infinito un tal comportamento da risultare il rapporto {j limitato supe-

riormente, qui il coefficiente ¢ deve invece crescere all' infinito dell’ordine
(almeno) di un esponenziale, per modo che il rapporto senh’zzc risulti

limitato superiormente.
Considerando la famiglia @ di cerchi concentrici

2 Hyr=~R,

bisognerd limitarsi a quella parte di I' che & tutta al disopra della retta
y ==¢ (¢ costante positiva), o tutta al disotto della retta y = —&. Si ha
R=h per cui, se il campo I' & tutto il piano e vogliamo applicare il
nostro teorema di unicitd a campi C situati ovunque nel semipiano y = s,
dobbiamo supporre che le funzioni

2 ]2
a, Y= n?/ (ac — %)

az® -+ 2bxy +cy® ’

abbiamo, per y = &, limiti inferiori non nulli (ne seguira il rapporto «*:cy*
limitato superiormente). Sard possibile allora la determinazione della co-
stante positiva 6, e si avra

se dunque, inoltre, i rimanenti coefficienti . ,%,A dell’equazione sono tali

7

3 . 2 2 . ape
che il prodotto He“Y" non superi un numero positivo N, per un campo C
del semipiano y = &, il cni contorno stacchi su ogni cerchio @ (che lo
incontra) un arco di proiezione ortogonale sull'asse x non superiore alla

e 6 )
quantitda d == ],/T, vale il teorema di unicitd. Ne segue in particolare
che: Per ogui campo C tutlo contenuto nella porzione dell’angolo retlo
J? - &2
20

y=£,z=— . limilata dalla retta y=¢ ¢ dalla parabola

Yr =20z 4 3" 4 &

vale il teorema di unicita.




