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cas ou cet intervalle est (— oo, 0). Finalement, on obtient le théoréme suivant:
6

TnEoREME. — Soit U|[s(2)]| une fonctionnelle satisfaisant a la con-
— 0
dition du cycle fermé, définie dans le domaine D des fonctions continues |
6

telles que |3(t)| =< M. Pour qu’elle admelte une représentation (3), la con-
o)
vergence étant uniforme dans D, il faut el il suffit qu'étant donné &:

1°) on puisse déterminer | et m positifs tels que, si l'on a, dans |
Uintervalle (6 —1,0), [s1(2) — a:(t)|<n, on ait i

6 [}
U Ca(0]|— U] Cs:(0]| < I

2°) on puisse déterminer U positif et une division de Uintervalle
(—?,0) au moyen de points —Iy,....— 1, de telle sorte que, si 3,(¢)
et 35(t) ont la méme valeur moyenne dans chacun des intervalles partiels
0—2V,0—10),...,(0—1,,0), on ail

6 )
UILa(0]|— U [C2)] | <e.

Les conditions ainsi imposées & U, correspondent au cas ou les actions ‘s
ont une intensité limitée, ot denx séries d’actions dont les intensités sont K
voisines depuis un temps assez long conduisent 2 des états actuels voisins,
et ou les actions oscillatoires a4 haute fréquence n'agissent que par leurs
valeurs moyennes.

Matematica. — Unr limite inferiore dei moduli delle diffe-
renze tra le radici di due equazioni algebriche. Nota di G. SANNIA,
presentata dal Socio E. p’Oviplo.

1. Siano
(1) @) =ai"+ a4+ a,=0,
(2) 9@ =bys"+ bis™ '+ -+ b =0,
due equazioni algebriche intere a coefficienti reali o complessi, non aventi
radici comuni. Proponiamoci di cercare un limite inferiore w dei moduli
delle differenze tra le radici

O i TR

delle due equazioni.

Consideriamo percid il loro risultante

3) R=TI(zr—y:) (r=1,2,..,2;8=1,2,..,m),

che é una funzione razionale dei coefficienti, perfettamente nota. '
Detto A un numero maggiore dei moduli delle radici della (1) (}), e

(*) Tale & il massimo tra i numeri

+1, |2 41,2241,
o

(a)

0 Tun numero maggiore.

ay
Qo

as
Ao
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detto B un numero non minore dei moduli delle radici della (2), si ha
lor| <A, |ys|=B,
quindi

|2r — 95| = | 27| +y:| < A4 B;
e dunque si sostituisce A - B a ciascun fattore del prodotto

4) |R[=H|x,_%|,

tranne che ad un sol fattore, si ottiene
|#r — ys| >[R|: (A + By
Dunque: ¢/ numero positivo
(5) r=|R|: (A + By

¢ minore dei moduli delle differenze tra le radici delle due equazioni (1)
(2), prive di radici comuni.
2. Supponiamo, in particolare, che la (2) sia 1’equazione derivata della (1):

6) 9@ =r'()=nas"'+n—1)a,s" 4+ + a,,=0.

Allora m =n—1, R si riduce al discriminante D della (1), e come nu-
mero B, non minore dei moduli delle radiei di (7), si pud assumere lo
stesso A ('); dunque: 7/ numero positivo

(7) Yy = lDl : (QA)”‘”‘“*l

e minore dei moduli delle differenze tra le radici di una equasione (1),
priva di radici multiple, e le radici dell’equazione derivata (6).

8. Cid vale, in particolare, quando si suppongono reali i coefficienti
della (1). Allora vale pure il teorema di Rolle: « tra due radici reali con-
secutive @ e # (e << f) della (1) cade un numero dispari di radici dell’equa-
zione derivata ». Ora, per quanto precede, moi possiamo aggiungere che:
queste radici cadono tutte nell'intervallo pie piccolo (e v ,B—w), ove
v ¢ ¢l numero (7) ().

(*) Poichd A, essendo non minore dei numeri (4), non & neppure minore dei numeri

n—2
Rl s

n—1
n

(21
Qo

Gn—1
Qo

STl

1
+1,...,;L‘

as
Qo
e quindi non & minore dei moduli delle radici della (a).

(%) Un teorema analogo, enunciato da Laguerre e dimostrato dal Cesaro (Nouvelles

3 —a
Annales de math,, 388me s¢rie, tom. IV, pag. 328), di per » il valore FT . Pero esso sup-

pone che le radici dell’equazione siano tutte reali.
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Ne segue subito che: ¢l numero
(8) l=2v=2|D\;(2A)n(n—l)-1

¢ minore dei moduli delle differense tra le radici reali della (1) (')
4. Ritornando al teorema generale del § 1, applichiamolo supponendo
che l'equazione (2) sia di primo grado,

g@)=8—a=0,
con la radice e« reale o complessa. Allora, per la (4), si ha

R|= L[ |or— ol =1/(@)]: o

inoltre si pud assumere B =|«].
Otteniamo cosi il teorema: se « ¢ un nuwmero qualunque (reale o

complesso) non radice dell’equasione (1), il numero positivo
9) w(a) =|f(@)|:|a| (A 4 |a|)"™

¢ minore dei moduls delle differenze tra il numero a e le radici x; (=1,
2, ...,n) della (1).

5. Questa proprietd della funzione u(«), suggerisce un nuovo mefodo
di approssimazione delle radici di una equazione algebrica. Per maggior
chiarezza, lo esporremo sotto forma geometrica. :

Incominciamo con 1'osservare che nel piano rappresentativo della varia-
bile complessa z, i punti z; (¢ =1,2,...,n), immagini delle radici della (1),
saranno tutti contenuti nell'interno del cerchio I'" che ha per centro il
punto (origine) 2 =0, e per raggio A.

Osserviamo inoltre che: 7 punti i sono tutti esterni rispetio ad
ogni cerchio Cy che abbia per centro un punto qualsiasi ay, non radice
di (1), e per raggio p(e,). Cid non & che 1" interpretazione geometrica del
teorema del § 4.

Or prendiamo entro I'', o sulla sua periferia, un punto e, e descriviamo
il corrispondente cerchio C,: esso stacchera da I'' una regione I, tale
che nel suo interno e sulla sua periferia non cadranno punti w;. Sia I'y la
rimanente parte di I'' (nella quale cadranno i punti ;). Preso in Iy o sul

(') La conoscenza di un tal numero & utile nell'operazione della separazione delle
radici reali della (1) col noto metodo di Waring-Lagrange. Allo stesso scopo Cauchy
dette il numero analogo

n(n=1) _,

V14]: (2A) )

ove 4 indica pure il discriminante di (1), come D nella (8); perd 4 differisce in gene-
rale da D per un fattore, potenza di o.
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contorno (e precisamente sulla parte di contorno interna a I'') un punto e,,
descriviamo il corrispondente cerchio C,: questo staccherd eventualmente )
da Iy una parte che, aggregata a I',, determinerd una regione pitl ampia
I, che, come I'y, non conterrd punti ;. Sia I} la rimanente regione di I’
(nella quale cadranno tutti i punti ;). Preso dentro I', o sul contorno un
punto e, descriviamo il corrispondente cerchio C,: esso staccherd eventual-
mente da I'; una parte che, aggregata a I';, determinerd una regione I,
piu ampia di I's, e che, come questa, non conterrd punti x;. E cosi via,
con procedimento analogo a quello che si segue nella prosecuzione analitica
delle funzioni di variabile complessa.

Si ha cosi una successione di regioni (tutte d'un sol pezzo) I, , I, I, ...,
ciascuna contenente la precedente e tali che in esse (contorno incluso) mai
cadono punti a;.

Crescendo 7, la regione T, andra estendendosi nel cerchio T ¢ (insi-
nuandosi fra gli n punti x;) tendera a ricoprire tutto il cerchio I, ad
eccesione dei punti x;, 1 quali cosi finiranno per essere separati ed appros-
simati di quanto si vuole.

Cid é quasi intuitivo; ma pud dimostrarsi rigorosamente. A tal fine
basterd dimostrare che: dalo ad arbitrio in I (contorno incluso) un
punto B, che non Sia wn punto xi, esso é sempre raggiungibile con la
costrugione precedente.

Infatti, si congiunga il punto B col punto «, (punto iniziale della co-
struzione precedente) mediante una linea s tutta contenuta in I'" e non
passante per alcun punto a;; poi si costruiscano, successivamente: la cir-
conferenza C, corrispondente al punto e,; la circonferenza C, corrispondente
al punto @, ove C, incontra 'arco e, di s, la circonferenza C; corrispon-
dente al punto «; ove C, incontra 'arco e, f di s, ecc. Dico che, cosi pro-
cedendo, si finird per incontrare un cerchio C, contenente 8 nel suo interno
o sulla sua periferia.

Infatti i punti «,, @y, a;,... sono evidentemente legati da una rela-
zione ricorrente, del tipo ; ot
(10) @y = o, + u(ay) ewr,
ove z'=1/—_1, e @, P,.. sono numeri reali. Se con la costruzione pre-
cedente non si finisse per incontrare il detto cerchio C,, la costruzione
stessa si potrebbe continuare indefinitamente, ottenendo, su s, infiniti punti
@, , @y, a3, .. susseguentisi (in questo ordine) sulla linea s nell'arco finito
@, 8. Questi punti ammetterebbero percid un punto limite [ (géacente su s);
e, per la (10), si avrebbe
lim I:,u(ar) e“”:|= et il

r=om

(*) Cid accadra certamente se @, si & preso sul contorno di T.
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¢ Ma £%" 8 sempre finito e diverso da zero; dunque lim u(e,.) = 0, ossia, per
! la (9), w
ireatios i ogse s i il o

r== (@o] (A +[ar)"  |aol (A2

ciod /() =0. Dunque / coinciderebbe con un punto z;, e quindi la curva s
passerebbe per un punto ., contro 1'ipotesi fatta.
6. La funzione u(a) pud anche essere adoperata per approssimare le
radici 7eals di un'equazione (1).
Infatti, dato un numero reale e«,, non radice della (1), si costruiscano
= le due successioni di numeri reali:

A1) @, @ ... OV @, =ea, 4 ple,) (r=0,1,2,..)
e
(12) ey, a .2 3,.. OV0 o =a —pu(e,) (r=0,—1,—2,..).

Essendo la funzione w(e) sempre positiva, per « non radice di (1), la prima
successione & crescente, e la seconda é decrescente, e perd entrambe tendono
a limiti finiti o imfiniti, che diremo rispettivamente L ed /.
Supponiamo che L sia finito. Allora., ragionando sulla relazione ricor-
rente (11) come poc’anzi abbiamo fatto sulla (10), si riconosce che L &
radice di (1). E siccome, per la proprietd della funzione w(e) (§ 4), nes-
suna radice di (1) puo cadere negli intervalli («,,e,), (@, @), (@, @3),...,
se ne deduce che L & la piu piccola radice di (1) maggiore di @,. Se ne \

deduce, inoltre, che, se L = 400, non vi & alcuna radice di (1) maggiore b
di e.

Analogamente si vede che: se / & finito, / & radice di (1), ed & la piu
grande radice che sia minore di @,; se /= — oo, non esistono radici di (1)

minori di «,.

Dunque, mediante le successioni (11) e (12), possiamo approssimarei
alla radice immediatamente superiore ed alla radice immediatamente infe-
riore ad un numero reale dato, «,.




