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Nel benzolo, da cui venne separata la precedente sostanza é conte-
nuto un altro prodotto, molto pitt solubile in questo solvente. Si presenta
in aghetti gialli che fondono verso 175°, ed & del pari solubile negli alcali.
gr. 0.1446 di sostanza diedero e¢.ec. 20,5 di azoto a 14°,2 e 743 mm.

Trovato Calcolato per C,sH,(N, O,
N 16,48 16,76

Tanto queste sostanze, comeanche la precedente, abbruciano con gran-
dissima difficoltd; fondono tutte in liquidi torbidi (cristalli liquidi), e cid
rende molto difficile il poter stabilire con sicurezza se una delle forme non
contenga ancora piccole quantitd degli isomeri assieme ai quali si ottiene.

Mi riservo lo studio ulteriore degli azossifenoli, e soprattutto di deter-
minare la struttura degli isomeri che finora sono riuscito a preparare.

Anche nell'esecuzione di una parte delle presenti ricerche ho avuto per
collaboratore il dott. Bruno Valori al quale esprimo i miei ringraziamenti.

Meccanica. — Sopra le azioni a cui ¢ Soggetto un corpo
entro una massa liquida in movimento. Nota del Corrispondente

E. ALMANSI

1. In due Note comparse di recente in questi stessi Rendiconti, ho
esaminato il problema a cui si accenna nel titolo, supponendo che il mo-
vimento della massa liquida ammettesse un potenziale di velocitad (*).

Io voglio ora esaminare il problema delle azioni esercitate sopra un
corpo, nella ipotesi che il liquido abbia il movimento piu generale, poten-
dosi, anche in tal caso, stabilire alcune formule notevolmente semplici, e
non prive d’interesse.

Su questo argomento, del quale ebbi gia ad occuparmi (seguendo, perd,
una via diversa) in altre mie pubblicazioni degli anni 1909-10, io ritorno
qui brevemente, affinche in queste ultime tre Note si trovino raccolti tutti i
risultati che nelle mie ricerche intorno al problema di cui si tratta, ho po-
tuto stabilire.

9. Chiamo o la superficie che limita il corpo C pel quale si vuole
esaminare ’azione esercitata dalla massa che lo circonda. Questa sard poi
limitata da una, o da piu altre superficie, il cui insieme denoterd con 3.
Si ammetterd che sopra le particelle liquide non agiscano forze di massa.

La densitd sard supposta uguale ad 1.

() Sopra le azioni ecc., a. 1913, 2° sem., fase. 11°; Sulle atirazioni newtoniane

di origine idrodinamica. a. 1914, 1° sem., fasc. 5°.
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In un punto qualunque di o o 3, chiamerd » la normale rivolta verso
I'interno dello spazio S limitato da quelle superficie.

Riferiamo i punti dello spazio ad un sistema di assi coordinati fissi
(z,y,3). Diremo e, B,y i coseni direttori di .

Sopra un elemento o della superficie di C agird una forza di com-

ponenti
—pads , —pBde , —pydo,

yhd 4 :
A aeh gl
( (/ ¢ > s
b
\\\ s

p denotando la pressione del liquido. Consideriamo le componenti della ri-
sultante di questo sistema di forze elementari, e i momenti del sistema
rispetto agli assi. Una qualunque A di queste sei quantitd possiamo rap-
presentarla mediante la formula

(1) Az_ﬁmw,

se intendiamo che 4 sia rispettivamente uguale ad

a7ﬂ77‘
vy—ps , a—yx , fx—ay.

Le formule che vogliamo stabilire permettono di operare sopra la (1),
senza specificare il significato di 4. Solo occorre tener presente che si ha,

in tutti i casi:

(2) v£ldo‘=0.

I1 problema che precisamente ci proponiamo é questo:

Le superficie o e =, potranno essere rigide o deformabili, e, se rigide
fisse o ‘mobili. Per un periodo di tempo finito T noi supporremo di cono-
scere, in ogni istante, la configurazione delle superficie o e 2, e la loro
posizione rispetto agli assi. Conosceremo allora, per tutto il tempo T, e in
un punto qualunque P di o o 2, la componente secondo la normale #
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della velocita da cui é animata la particella liquida attigua a P, ossia la

quantita
N = ua + v8 + wy,

,v,w essendo le componenti di velocitd secondo gli assi.

Supporremo inoltre di conoscere ¢n wn determinato istante t, apparte-
nente a T le componenti di velocith u,»,w iz tutto lo spagio S occupato
dal liquido. E noi c¢i proponiamo di determinare 1'azione A nell’istante o

La risoluzione di questo problema richiede essenzialmente la elimina-
zione delle derivate di «,v,w rispetto al tempo (derivate da cui dipende
la pressione); e cid pud farsi mediante la determinazione di un’unica fun-
zione armonica e regolare nello spazio S, zndipendente dal movimento del
liquido.

Se noi volessimo determinare il valore di A in un altro istante ¢, do-
vremmo prima determinare 1 valori di #,»,u al tempo 7. Ma i mezzi
dell’analisi non consentono, in generale, la risoluzione di questo problema (&)

3. Sia v la funzione regolare e armonica nello spazio S, che nei punti
di ¢ soddisfa alla condizione

(3)

DY
M }

e nei punti di =, alla condizione

(4) =0.

La funzione v esiste: se infatti diciamo = 1'insieme delle superficie
o e Z,, vale a dire la superficie totale che limita lo spazio S, i valori

assegnati a 3)_17/:, per le formule (3), (4) e (2), sono tali che si ha:

fﬂ I5=—0.
z

Sard evidentemente, in virtu della formula (1), e delle (3) e (4):

A=—J;p ;ﬁ’ as,

(*) Io evito, insomma, in tutta questa trattazione, il problema fondamentale della
Idrodinamica. Dato il movimento del liquido in un istante Z,, e il movimento delle su-
perficie che lo limitano per un periodo di tempo finito T, io non mi domando come si
movera il liquido in un istante ¢ di T; ma quali sono le resistenze nell'istante ¢, in

cui il movimento del liquido & dato.
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ovvyero:

) A= [ p(Ret oy W ) ur,

E se si trasforma I’ integrale esteso a = in un integrale esteso allo spazio S,
di eni = ¢ il contorno, tenendo Dpresente che ¥ & una funzione armonica -

— (222 ww_ wow
(6) & vgp(nxbx_{-by by+bz Dz)ds'

Ora:
LT TR (SR N
A 7 A AR T S e
Dunque:
dudy | dv Y | dw
U f(f__ SPRY, & dojy)
(7) Js\dt dr ' dt 3y " dt g
Poniamo :
— W Wy
(8) e Dx+v)y+whz'
Sara:

toa() oz () oo (2Y).

W s
ar

Seguendo le notazioni consuete noi demotiamo con oy e %", la derivata di
una funzione / rispetto al tempo, calcolata seguendo una particella nel suo

movimento, o fissando un punto dello spazio; in modo che sj ha:

OF W3 4 Of 3 B | =3f
dt _3t+“m+vay+waz'

Pertanto avremo:

S22 3 E) 2

dt\ )~ z \ 2z W\ FARY;

2 w) Y %Y Y
= — | — === —
+ )w’+v)x)y+wbxw’

R
e formule analoghe per — _l/f) ; i (lﬁ); quindi :

a3 Hou )+ (3
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essendo: 1
Dew 2 - )?lp |
e e ) S e S ) = |
i “ 3z + W* + Y i |
VY Ny 2 ‘

2vw 2 2 y

g W % 36 0w i R

Risolvendo 'equazione (9) rispetto al primo trinomio del 2° membro,

e sostituendo al secondo trinomio I'espressione fornita da queste ultime,
otterremo:

dudy  dody  dwd
dt Yz ' dt dy @ dt %

— 02 (@) o {Z) + s (B -

onde la (7) dara:

o xm [ i [ () 4o ()0 3 (s

“Ora si ha, tanto se lo spazio S & fisso, quanto se & variabile:
dU d
= A —F = ] .
s dt i dt j: e

Ma per la formula (8):

‘J;Uds=£(u%%+v%l§+w%)ds;

quindi, integrando per parti, e tenendo presente la condizione d’incompres-
sibilita

Rl Ri% QW

o o G )

2T it Y S P

(11) LUdS:—Lw(zm—f-vﬂ—f—u:y) d§=——‘£1de2.

Con una trasformazione analoga, il 2° integrale della formula (10) diven-

terd uguale a —L%’;} Nd=. Onde avremo infine:

p __.,d; Pl
(12) A_dtﬁwwz—ﬁ ¥ Nds | Was.




— 576 —

Questa formula risolve il problema. V'intervengono infatti le quantita
Y ed N che sono indipendenti dal movimento del liquido; e (nella W) le
componenti di velocitd #,v,2c, ma non le loro derivate rispetto al tempo.

4. B da notare che la formula (12) sussiste anche se nello spazio S
vi sono delle superficie sulle quali la velocitd é discontinua, come si rico-
nosce facilmente esaminando le trasformazioni eseguite.

Consideriamo infatti un integrale del tipo

i P AIESb ans,
J—.L(f)x+gby+7lhz)ds’

ove F,/, g,k rappresentino funzioni che potranno essere discontinue sopra
superficie il cui insieme denoteremo con w, e delle quali le ultime tre siano
legate dalla relazione:

R 2 Rl
(13) L4 Xy 5=0.

Le superficie , opportunamente completate, se occorre (per es. se ® & una
superficie aperta situata nell’ interno di S), con altre che diremo w,, e sulle
quali le discontinuitd saranno nulle, divideranno lo spazio S in un certo
numero m di spazi S;. E sard

L F F
J—Z—" s </ M_‘_g )y+h

i

“F) ds: .
R

L’ integrale esteso allo spazio S; (in cui le funzioni sono continue) po-
tremo trasformarlo in un integrale esteso alla superficie o; di S;. Tenendo
presente la relazione (13), e ponendo

E=—F.(fa+4 98+ M),

ove «,f,y denotano, nei punti di oy, i coseni della normale interna, avremo:

J= g,f Edo;.
T Joi
>Y

Ora Dinsieme delle superficie o; & formato dalla superficie = che limita
1’ intero spazio S, e dalle due faccie delle superficie  ed w,. Ma nei punti
delle superficie w,, B ha, dalle due parti, valori uguali e di segno con-
trario, essendo ivi continue le ¥, /, g, h, ed essendo uguali e di segno
contrario i coseni delle due normali; onde le superficie @, non interverranno
nella espressione di J. Se dunque nei punti di o diciamo E ed E” i va-
lori di E dalle due parti, si avra:

J=LEd2‘+L(E’+E")dw.

RenpiconTr. 1914, Vol. XXIII, 1° Sem. 75
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Se poi la funzione F' & continua nei punti di w, e le funzioni /g, %
1

sono tali che la quantitd /e« - g8 - Ay abbia dalle due parti di w valori
uguali e di segno contrario, sard E'4 E"= 0, quindi

J = ';E{/.‘:.

come nel caso che non esistano discontinuita.
Questo appunto accade nelle trasformazioni d'integrali eseguite nel
W W WY
3 )‘]/’ ) 33—) nella
(8-11) (F=vw:/f,9,.h=u, v,w), e nell'altra analoga alla precedente

§ 3: precisamente nella (5-6) (F =p;[,9, k=

. y
( n) La pressione p & infatti continua nello spazio S; la funzione ¥

& continua con tutte le sue derivate; e se vi sono superficie su cui la ve-
locita @ discontinua, la componente ue - g - wy ha, secondo le due nor-
mali, valori uguali e di segno contrario.

5. Particolarmente interessante & il caso che il corpo C si muova di
moto traslatorio uniforme, e che la superficie =, sia fissa.

La velocita normale N & allora nulla sopra 3;, e i due primi inte-
grali della formula (12) risultano estesi alla sola superficie ¢ di C. Se poi
supponiamo che il corpo si muova parallelamente all'asse delle 2 con ve-
locita V. sard sopra oN = V,e; onde avremo:

(14) A=V} [wads— [ Weado! 4t [was.

Ma la quantitd entro parentesi, per una formula dimostrata nella prima

delle due Note precedenti a questa (§ 2), é uguale ad r%N’/"" ossia
O L

a do. Denotiamo poi le componenti di velocitd, anzichd con
,v.w, con Vou, Ve, Vow (supposto V, = 0). Volendo conservare a W

K .
E wzlf —+ -, dovremo nella ultima formula sostituire W

con V. W; si avra pertanto:

la sua espressione %

A=vgf E "”ada+ des

e denotando con — K il coefficiente di Vi, che non dipende da V, (bens}
dalla configurazione del sistema, e dal movimento del liquido nell'istante #,):

=—K.V;.
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Possiamo chiamare simili quei movimenti i quali (nell' istante ¢, a cui si
riferisce A) si ottengono uno dall'altro moltiplicando le componenti di ve-
locita per una costante. Noi vediamo dunque che per movimenti simili il
valore di A ¢ proporzionale al quadrato della velocita del eorpo mobile.

Sembra sia questa 1'espressione pili generale della legge di proporzio-
nalitd fra l'azione A — in particolare la componente della forza secondo
la direzione del movimento, o resistenza diretta — e il quadrato della
velocita del corpo; legge confermata. entro certi limiti, dall'esperienza ().

Supponiamo che A rappresenti la resistenza diretta; e confrontiamo un
movimento M col movimento szmzle M’ ottenuto invertendo le velocita di
tutte le particelle liquide. Dovrd cambiare di segno la velocitd V, di C,
ma Vi e K non varieranno; e percid non varierd, né di grandezza, né di
segno, la resistenza A . Quindi avverrd o che A sia nulla per ambedue i mo-
vimenti, o che per uno di essi la resistenza abbia lo stesso senso del mo-

vimento del corpo.
Questo risultato e da considerarsi come un'estensione del noto paradosso

di D Alembert.

Si deve perd tener presente che le formule qui stabilite valgono per
qualunque movimento della massa liquida compatibile col dato movimento
del corpo C; mentre i valori del coefficiente K forniti dalle osservazioni si
riferiscono a quei movimenti particolari che sono provocati dal movimento
stesso di C. Per tali movimenti K risulta positivo.

6. Se oltre ad esser fissa la superficie =, & anche immobile il corpo C,

la formula (14), posto V, =0, dara:

(15) A= E WdsS.
In questo caso, se noi confrontiamo due movimenti simili della massa liquida,
poiché W e quindi A risultano moltiplicate per il qnadrato della costante
per cui si moltiplicano le componenti di velocitd, avremo che i valori di A
stanno tra loro come i quadrati della velocita in uno stesso punto dello
spazio.

7. Si pud dare di W un'espressione molto semplice.

In un punto qualunque dello spazio S siano, al tempo /,,a,b,¢, i
coseni di direzione della velocitd, e sia V la sua grandezza. Sard u =Va,

v=Vb,w=Ve, quindi:

W=V£(Ta};a?+m+23ynzbc+ '

Ma la quantitd entro parentesi non & altro che la derivata seconda della

(1) V. Levi-Civita, Scle e leggi di resistenza, Rendiconti del Circolo matematico

di Palermo, tomo XXIII, an. 1907.
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funzione Y rispetto alla direzione della velocitd. Designando questa con »
ayremo :

i T o Bt
P}

8. Un'altra espressione si pud dare della quantith W, e percid di A.

Y Y d : :
Essendo U =« \—f U +w —:P— , sard identicamente:
Je Jf J8

U0 pLY) W du P W\ QY
zt$+v ){/—%—w e —(lc e “+v = +w ts)—\:+
W W W\ WY
+( T i Wy "% )y) Dg/_l—
RIZ: QW Qw\ WY
2 Lah
/ +( )1+U)y+ )s)bz+w'
{ Poniamo
g e if g W ol g
! T
: e o 0 . ! et ol
denotiamo cioé con &, 7, le componenti del vortice. I coefficienti di =
dw
2 AU N A
L - , 22 nella formula precedente, sono uguali ad }
dy %8
12V® - re 2 o
ey (b€ —wny), ece. (V= u*-4v* 4 w?).
/
Si avra per conseguenza da quella formula, risoluta rispetto a W:
U 20 W 1V WV |, V) ;
W—«/\ —f—v‘\y—f'w 7] 2( 32 )w‘f‘)// o E‘—)z“—i-D.
ove
) : R)
D — (o — w01) 3‘{" + (wE — ud) )Z + (4 — vE) ‘3‘/’ ,
ovvero :
U () u
T
WY
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9. Supponiamo, come nel § 6, che le superficie ¢ e =, siano fisse.
Varrd allora la formula (15), da cui, sostituendo a W 1'espressione trovata,
otterremo :

20 20 20
A_£@3;+vw+wm)w—

d OV, V2P, VP w) f
=== S e il 5 Dds.
'ZIS(D'J; Dx+3y Dy_l_bz % )° ar s a8

Se rappresentiamo con  1'insieme delle superficie sulle quali la velocita
@ discontinua, potremo eseguire sopra i due "primi integrali la trasforma-
zione esaminata nel § 4, ed avremo

A=LEu+fmqmmm+fDm,
w S
essendo ora

Vi
(16) E=5

ST
R/

Nei punti di = # denota la normale interna (§ 2). Nei punti di @ = rap-
presenta sia 1'una che 1'altra normale, N & la componente della velocita
secondo 7, E’ ed E” sono i valori di E dalle due parti (§ 4).
Ma osserviamo che nei punti di =, ossia delle superficie ¢ e 3, che
: Lo V:oy £
abbiamo supposte fisse, N=0, quindi E = —- e Inoltre sopra &

=,i’

¢

9 A
sopra =, Ww =0 (§ 3). Onde sara:

(17) e Wl@+JkE+E%m+£D%.

Se lo spazio S non & semplicemente connesso, la massa liquida potra
essere in movimento senza che si abbiano né superficie di discontinuita ,
né vortici (§=9p=¢(=0, D=0). In tal caso avremo

(18) s

la quale formula poteva ottenersi direttamente dalle (1) e (2), essendo allora

p=— é V2 L cost.

10. Altro caso notevole & il seguente . +5 N .
Si abbia nello spazio S una superficie di discontinuitd @, chiusa, e

che contenga C nel suo interno, la quale superficie potrd anche, in parte,
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coincidere con o. Noi ci avviciniamo cosi a quello che realmente accade
nel caso di un corpo fisso investito da una corrente.

Diciamo §" lo spazio compreso fra o ed w, S” quella compreso fra
e Z,. Nello spazio §', e nell'istante ¢, a cui ci riferiamo, il liquido sia
in quiete; nello spazio S” (che supporremo a connessione multipla) il moto
sia irrotazionale.

Potremo applicare la formula (17), in cui si dovrd porre D = 0, man-
cando i vortici in tutto lo spazio S. Inoltre, poiché nello spazio S' non si

ha movimento, ed & nulla per conseguenza tanto la velocita V quanto la
funzione U, sard nullo I'integrale esteso a @, e nell'integrale esteso ad o
sard E'= 0, se intendiamo che E’ si riferisca alla faccia di  rivolta verso
S'. Quanto ad E”, poiché nei punti di » la componente normale della ve-
locita & nulla (il liquido essendo in quiete nello spazio §'), avremo dalla
Vv y
2 m’

formula (16) E" = ove s'intende che V rappresenti la velocita

sulla faccia esterna di w, » la normale esterna. Onde sara per la (@)

W

R
M

dw .

A=§£w

o)

)

n

Se w viene a coincidere con g, ove = 4, ritroviamo la formula (18).

o)




