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Matematica. — Sopra alcune applicazioni della teoria della
chiusura dei sistemi di funzioni ortogonali. Nota del dott. TLucro
SiLra, presentata dal Socio V. VOLTERRA.

Le ultime ricerche del prof. Lauricella, intorno ai sistemi di funzioni
ortogonali, all'equazione integrale di prima specie e alle funzioni permutabili
del prof. Volterra, avendo dato luogo di recente a notevoli lavori (1), saranno,
a nostro avviso, feconde di nuovi ed importanti risultati, sopratutto se ta-
luno, interpretando il comune desiderio, ne agevolerd al pin presto lo studio
ripubblicandole in una Memoria riassuntiva che il compianto Autore non
ebbe agio di fare.

Ci proponiamo, per ora, di mostrare che la teoria stabilita nella Nota
Sulla chiusura dei sistemi di funzioni ortogonali, ece. (*) permotte, come
il Lauricella stesso affermava nel proemio, di trovare utili applicazioni per
gli sviluppi delle funzioni in serie di funzioni ortogonali e per la risoluzione
dell’equazione integrale di prima specie a limiti costanti.

1. Sia
(@) 9.1(z) y Pa() 4 oo, gi(2) ..

un sistema finito o infinito (numerabile) di funzioni ortogonali in un certo
intervallo (a%); le @.(z), @s(z), ... siano, cioe, sommabilj (integrabili, nel
senso del Lebesgue) insieme con i loro quadrati e con i loro prodotti due
a due in quell'intervallo, e tali che si abbia:

I1 sistema @ & detto chiuso se le equazioni integrali :
b
(1) f 0(z) gi(z) dz =0, (i=1,2,8,..)

non ammettono aleuna soluzione effettiva 6(z), ciod non sono eventualmente
soddisfatte che da funzioni 6(z) diverse dallo zero tutto al pilt in un insieme

(*) Cfr., per esempio, le Note: del prof. E. Daniele, Sui nuclei che si riproducono
per iterazione [Rendic. del Circolo mat. di Palermo, tom. XXX VII (1914), pp. 262-266];
e del prof. C. Severini, Sulle equazioni integrali di prima specie del tipo If'rea’}xolm’
[Rendi,c' dellé R. Acc. dei LinCei-, serie 5%, tom. XXIIT (1914), pp. 219-2257.

(*) Rendic. della R. Acc. dei Lincei, ser. 52, tom, XXT (1912), pp. 675-685.




— 601 —
di punti di misura nulla. Se, invece, esistono soluzioni effettive delle equa-

zioni (1), il sistema @ sard detto aperto (*).
Nel caso di un sistema @ aperto, il Lauricella ha dimostrato (*) che

si pud sempre, ed in un modo solo, costruire un sistema finito, o infinito
e numerabile, di funzioni ortogonali:

(M) pa(2) y o(@) 5 e s @i (2) 5 e s

che egli ha chiamato sistema complementare di @, in guisa che il sistema
totale che ne risulta:

Q=0+ M= g¢,(z), () , e y 2(@) , Po(Z) ; ooe

sia ortogonale e chiuso.
9. (overd ora richiamare un teorema che ha una speciale importanza

per le questioni che interessano i sistemi di funzioni ortogonali e la soluzione
dell’equazione integrale di prima specie a limiti costanti, e che si pud de-
nominare di Fzscher- Weyl (*).

Sia proposta la successione:

(2) fi(z), fo(2) 5 - -

di funzioni sommabili nell’ intervallo (ab) insieme con i loro quadrati: di-
remo che quella successione & convergente in media se si ha:

b
lim ( | fm(@) — fu()f? do = 0.
mn=w<a
Diremo poi che la successione (2) converge in media verso la [un-
zione f(x), se é soddisfatta la condizione:
b
lim f V(@) — [o(2)de=0.
(Cid premesso, il teorema di Fischer-Weyl si pud enunciare cosi: Se la
successione (2) & convergente in media, & sempre possibile (ed in infiniti
modi diversi) estrarre dalla (2) unma successione parziale :

(3) /"1(‘1‘) ’ /”n(x) J /“3(‘1) Capld )
(") Per maggiore esattezza di terminologia, preferiamo adottare questa locuzione in
Inogo dell'altra non chiuso.
(*) Nella Nota precedentemente citata: Sulla chiusura dei sistemi di funzioni or-
togonali, ecc.
(%) Cfr. B. Fischer, Sur la convergence en moyenne (Comptes-rendus de 1’Académie
OXLIV, 1° sem., 1907, pp. 1022-1024); H. Weyl, Ueber die Konver

des Sciences, tom.

gens von Reihen die nach Orthogonalfunktionen fortschreiten (Math. Ann., tom. LXVII,
1909, pp. 225-245) e G. Lauricella, Sulla risoluzione dell’equazione integrale di 1* specie
(Rend. della R. Ace. dei Lincei. serie 5%, tom. XX, 1911, pp. 528-536).
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dove 7, , s Mg, ... sono numeri interi, positivi e crescenti, la quale con-
verge uniformemente in generale (') nell' intervallo (ab) verso un’ unica fun-
LiO[;c‘ /() determinata in tutto (ab) (eccetto, al pid, i punti di wun insieme
di misura nulla) e sommabile col suo quadrato in quell’ intervallo. Inoltre
la successione (2) converge in media verso la funzione f(xz), e si pud pure

serivere :
(4) [(@) = fa, (@) G [fo,(@) — fu,(@)] F [fny(2) — fod@)] - .

3. TeorREMA I: se F (), come pure il suo quadrato e il suo prodotto
per una qualunque delle funsioni @(x) del sistema @, sono Junsioni som-
mabili nell'intervallo (ab), e se, inoltre, ® ¢ un sistema chiuso, ¢ sempre
posstbile sviluppare F(x) in una serie di funsions 9(x) che converge uni-
formemente in generale nell’intervallo (ab), secondo il teorema dj Fischer-
Weyl.

Ci limiteremo soltanto ad indiecare la dimostrazione di questo teorema,
rinviando per i particolari ad una precedente Nota (&)

Siano :

~b
& { F(x) gi(x) da ((=1,2,8,..)
i cosidetti coeficienti di Fourier della funzione F(z) relativi alla succes-
sione @; posto:

(5) fi(x) =D . aigi(z). (7 — 10 o g N

._I s~

si dimostra che la successione (5) & convergente in media; quindi, per il
teorema di Fischer-Weyl, la successione convergera in !media verso una
unica funzione F,(z) tale che, applicando la formola (4), si potra scrivere:

F\(z) = ) ; ai gi(x) + D i gi(z) “+ ...,

1 ny+1

dove, beninteso, la serie del secondo membro ¢ uniformemente convergente
in generale nell'intervallo (/) considerato.
Ora, poiché :
-
‘ Fi(z) gi(z) dz = q;

“a

(*) E una locuzione del Weyl; s'intende che, indie ifa con e una quantita positiva
ad arbitrio, la successione (3) convergera in egual grado in un intervallo C, (appartenente
ad (ab) e la cui misura non & inferiore a b-a-€) verso una funzione f(z).

(*) Cfr. la nostra Nota: Sulla propagazione del calore (Rend. della R. Acc. dei
Lincei, serie 5%, tom, XXI, 1912, pp. 441-447).
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sard :

b
{ 1 F(2) — Fi(2)} ¢i(2) dz =0

quindi F(z)=F(z), essendo @ un sistema ortogonale chiuso.

4. TeoreMA L. Se F(z) ¢ una funzione che soddisfa alle condizgioni
enunciate nel precedente teorema e, dippén, il suo prodotto per una qua-
lunque delle funsioni p(z) del sistema M, complementare del sistema @,
¢ sommabile nell'intervallo (ab); se, inoltre, ® é un sistema ortogonale
aperto, lo condizione necessaria e sufficiente affinche F(z) sia sviluppabile
un serie i funzioni @i(z), uniformemente convergente in generale nell'in-
tervallo (ab), a norma del teorema di Fischer- Weyl, é che si abbiano:

b
(6) ( F(z) wi(z) dz = 0. (=1L 208 ne)

Dimostriamo che la condizione & necessaria. Supponiamo, pertanto, che
si sia trovato:

1 g
1

i)+ D aigi(a) 4 -

ny+1

(7) F(z) =

~I/

dove le @; sono i coefficienti di Fourier di F(z) rispetto alle funzioni g(2)
del sistema @ ed z, ,7.,... indicano jnumeri interi, positivi e crescenti:
la serie del secondo membro &, inoltre, supposta convergente uniformemente
in generale nellintervallo (/). Moltiplicando ambi i membri della (7) per
w;(z) e integrando per serie, fra i limiti ¢ e 4, si ha:

~b

5 A
[ F(z) w;(2) de = l,- a; ' wi(@) oilz) do o= 0, 1 (7i=11,2,8..)
1

va “a

giacché si & tenuto conto che le funzioni ¢;(x) e w;(x) costituiscono un
unico sistema ortogonale (n. 1).

Dunque la condizione (6) & necessaria.

Ci rimane da provare che quella condizione e sufficiente, vale a dire
che, supposto siano soddisfatte le (6), la F(z) é suscettibile dello sviluppo (7).
Costruiamo, a tal uopo, la successione seguente :

L
@y (2) , @s(T) , ey Bi(2) = D (G Pi(Z) 5

1

si dimostra, con un metodo gia noto ('), che questa & convergente in media;

() Cfr. la nostra Nota gia citata.
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quindi, pel teorema di Fischer-Weyl, esisterd una funzione G(x) verso la
quale la successione convergerd in media, e tale che si avrd:

(8) G(l)=§, aiq’f(a')_'_ i.’ & W!(w)_l' 3o (I)I
1 Ny+1
la serie del secondo membro converge, inoltre, uniformemente in generale
nell intervallo (ad).
Ora, integrando per serie, dalla (8), si ottiene:
~b
["6@ g =0

E, poiché si é posto:
~b
{a F(z) gj(x) de = a; ,

risultera : .
(" 16(z) — F()} 95(2) da = 0.

va

D'altra parte, dalla (8), moltiplicando per w;(x) e integrando per serie
fra « e b, abbiamo, a causa della ortogonalitd del sistema =04+ M

b
f G(2) uj(z) de=0.
a
Ma, per ipotesi, sussistono la (6); dunque avremo pure:
b
[ 166 — F@) () da = o.

Ora, poiché M ¢é il sistema complementare di @, 2= @ 4 M & un sistema
chiuso e dobbiamo percid concludere che F(z) = G(x).
5. I risultati precedenti trovano utili applicazioni nell'equazione inte-

grale di prima specie :
b
9 9(z) =\f K(z ,y) i(y) dy ,

dove g(z) e una funzione data, K(z,y) & il nucleo dell’ equagione inte-
grale, pur esso noto, e A(y) é la funzione incognita. Come & noto, per la
teoria dello Schmidt (%), esiste una serie finita od infinita (numerabile) di

coppie di funzioni ortogonali

9’1("5) ’ ¢1(y) H 9’2(.Z‘) ) '702(,7/) 3 ooe

(:) S‘i“/te"dci che i numeri M, Mg .. Mon sono propriamente quelli della formola (7).
(*) E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralgleichungen
(Math. Ann., tom. 63, 1907, pp. 433-476). : ’
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tali che:

b
i) = ll’fa K@, y)wily)dy , wily) = beK(qc ) @i() daz

dove 4,,2,,... costituiscono una successione di costanti positive che
infinita, ha il solo punto limite A= o0 . ,

Ora se il nucleo K(z,y) & aperto rispetto alle z, se ciot il sistema 7))
8 aperto, talché le equazioni integrali (1) ammettono soluzioni 0(x) effet-
tive, per l'esistenza di una soluzione della (9) debbono essere soddisfatte

50

»
due condizioni (*): @) che la serie > ; a?4* converga, essendo :
T

b
= "9@) gu(o)

b) che g(x) sia sviluppabile in serie di funzioni ¢;(z) con i coefficienti «; .
Ebbene, in base al teorema II (n. 4) possiamo sostituire alla condizione (3)
I'altra, in modo cioé che si abbia:

b
(10) f 9(@) pi(x) dz =0, (t=1,2,..)

dove le w,(x), we(x),... costituiscono il sistema complementare di @ .
6. 11 Lauricella ha dimostrato (*) che, alla condizione (4) si pud sosti-
tuive 1'altra equivalente :

(11) : [\bf/(x) 0(x) de =0,

che deve essere soddisfatta da tutte le funzioni 6(x) che somo soluzioni
delle (1). Ora @ facile dimostrare che le condizioni (10) e (11) sono sosti-
tuibili 1 una all'altra. Infatti, se sussistono le (10) possiamo scrivere

(n. 4), che
g(a‘) = ﬂZl_i ai 9’;'(90) + ie @ gp;(x) + Sateo

ny+1

donde, moltiplicando per 6(z), e integrando per serie fra a e 0, risulta:
b ny b
(" 9(@) 8(a) de = S [ 0@) @il dw =0,
“a 1 a
giacchd 6(z) &, per ipotesi, una soluzione effettiva di (1).
() Cfr. (i. Lauricella, Sull’equaszione integrale di 1° specie (Rend. della R. Acc,

dei Lincei, serie 58, tom. XVIII, 1909, pp. 71-75).
(%) Nella Nota ora citata.
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Reciprocamente: siano verificate le (11), per ogni funzione 6(x) che sia
soluzione effettiva delle (1). In tal caso, posto:

b
ki = J 0(x) gi(2) dz ,

si deve avere:
0(z) = S_,- Fi (@) 4+ D ki) - 5
1

ny+1

donde, moltiplicando per g(x), e integrando per serie, si avra:

ny

0= fbg(.z‘) 0(x) dowe =D ; /t.-t{‘b{/(a:) wi(z) doe <=+ - -

/a 1
Dunque deve essere:
| ~b
‘ f 9(z) pi(z) de =0. (¢(=1,2,..)

, Risulta, pertanto, chiaramente spiegato perché la condizione () o la (11)
f sono sostituibili 1'una all'altra: esse, infatti, equivalgono entrambe all'unica
i;

‘ condizione (10).
}) 7. Vogliamo, da ultimo, fare un'osservazione relativa all'equazione inte-

grale di prima specie (9).
Se il nucleo K(x,y) é aperto rispetto alle z, occorre che le condizioni

(a) e (b) siano soddisfatte per 1'esistenza di una soluzione hi(y) della (9)
e allora si ha (1):

ny ng

)= Sea kv + St (a= [ o) oo da)

ny+1

La soluzione /,(y) sara poi umica solo nel caso in cui il nucleo Kz, y)

( risulti chiuso rispetto alle y (*).
Se, invece, il nucleo K(z,y) & aperto rispetto alle 7 ; se, cioe, vi sono

soluzioni effettive o(7) dell’equazione :

b
(12) f Kiz.yely)dy=o0, .

0, cid che fa lo stesso, delle equazioni:

) \
(13) [Metw) i) ay=o, E=1,2,.) |

[

(*) G. Lauricella, Sulla risoluzione dell’equazione integrale di 1o specie (Rendic. )
della R. Acc. dei Lincei, serie 5%, tom. XX, 1911, pp. 528-536).

(*) Cfr. la nostra Nota: Sui “sistemi di equazioni integrali di 1o specie (idem
serie 5%, tom. XXII, 1913, pp. 18-20).
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in tal caso la soluzione della (9) conterra una funzione arbitraria. B preci-
samente, se si sceglie una funzione arbitraria qualsiasi x(y) nell'intervallo
b
(ab), purche la serie D ; o Yi(y), con a,~=f (@) Yi(y) dy, sia integra-

bile termine a termine in (ab), la funzione:

o(y) = 2(y) — Di i i(y)
soddisfera all'equazione integrale (12) e si potra scrivere:
h(y) = m(y) 4 e(y) -

Ora, indicando con w,(y) . vo(y), ... il sistema complementare di &, si
pud applicare il teorema II (n. 4) alla funzione o(y), giacché sono soddi-
sfatte le (13), e quindi si avra:

e(y) = le',- bivi(y) + i. bivi(y) +- - (b,- =f’£be(y) vi(y) (/y)

8, +1

Pertanto la soluzione dell'equazione (9) risultera espressa in questo
modo :

My = D aks wily) - Sitinly)+--
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