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Geologia. — Lembi fossiliferi quaternari e recenti osservati
nella Sardegna meridionale dal prof. D. Lovisato. Nota del Cor-
rispondente A. ISSEL.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo faseicolo.

Matematica. — Sull’operatore differenziale binario S di
M. Pieri. Nota di MATTEO BoTTASSO, presentata dal Corrispondente
R. MARCOLONGO.

1. E noto (*) che, essendo « una omografia vettoriale, ed m un vettore
funzione del punto P, 1'omografia

d(en)

dP

non si sa attualmente esprimere mediante gli operatori differenziali, zon
binari, finora introdotti (4. 7. G., I, pp. 63-107) (3). E per tale ragione

(1) Ved. C. Burali-Forti et R. Marcolongo, Analyse vectorielle générale: 1, Trans-
formations linéaires (1912); II, Applications d la mécanique et & la physique (1918),
Pavia, Mattei e C. In tutto il séguito, questi due volumi verranno, per brevita, indicati

fcon A. V. G.

(*) Anche del quadrato dell'operatore di Laplace per le omografie, ciot di A%, &
stata notata la mancanza (4. V. G., I, pag. 105); esso perd risulta, in sostanza, con-
tenuto nella [7] di pag. 104 (4. V. G., I). Sostituendo infatti in questa formula s«
ad «, si ha (4. V. G., pag. 104 [9], pag. 105 [19]):

d(grad 4 Ke) 4 d(grad 2 Ker)
B — el o 2 f— A ) Jot*
Ae =K 7P Rot?aa¢ = K 7P -+ Rot* &
=K Ll L) — Rot 4 Rote .

dP

B Da questa si deduce facilmente, se « si riduce ad un numero 7, la nota_formula

(4. V. G., I, pag. 105 [12]):
A*m = div 4’ grad m .

Invery, si ha (4. V. G., I, pag. 105 [11], pag. 102 [2]):
Rotm = grad m/\ , 4 Rot m = (4’ grad m)/\ ,

d (4 gradm)

Rot 4 Rot m = — div 4’ grad m +- 1P ;

e poiche & (A. V. G., I, pag. 105 [11], pag. 102 [1]):

4" grad m = grad 4m = grad (div grad m) ,

d (4" grad m)
dap
forma seritta per 4%« da subito 1'espressione di 2°m .

la ¢ una dilatazione (4. V. G., I, pag. 77 [3]), e, in conseguenza, l'ultima
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che il compianto M. Pieri crede opportuno di introdurre l'operatore binario
S(e,u), tale che:

{en)

1) — e -+ S u)
= (o) {24 .
{ (P “ap @

ciod definito dall’eguaglianza (per Xx vettore arbitrario):

e

(2) S(}a,ll)x=(,? x)u,

e svilupparne le numerose e notevoli proprietd (4. V. &., I, pp. 95-97;
II, pag. 138).

Avendo io notato che fra queste formule manca quella che di la co-
niugata di S(e,u), cioé la KS(e, ), in funzione di e (o di Ke), e di u,
mi son proposto di caleolarla: ma il calcolo svolto mi ha condotto appunto
ad esprimere 'operatore binario S(e ,n) mediante i gid noti operatori diffe-
renziali 7oz binar/. Cid non toglie, naturalmente, importanza all'operatore
binario S, che, per le sue molteplici e semplici proprietd (fra queste, no-
tevolissime: la seconda [7] a pag. 96 sull'espressione della derivata di un
prodotto vettoriale, e la definizione di grad e Rot a pag. 150 di A.7. G., I),
deve essere ancora conservato; ma & pure importante il fatto che l'opera-
tore S possa essere eliminato, poiché in molti casi i calcoli riescono piu
:pediti.

Cosi, oltre ad esprimere con la (II), n. 3, la derivata di «u, indicata
nella (1), senza l'operatore S, si & ottenuta 1'espressione [(I1I), (IV), (V),
nn. 4, 6, 8] della derivata sia del prodotto di quante si vogliano omografie,
sia di una arbitraria potenza, intera e positiva, d'una omografia; conside-
rando, in particolare, il caso in cui le date omografie sono delle derivate.

2. Sviluppo il caleolo tal quale come mi si & presentato.

Essendo a, b due vettori costanti, dalla definizione (2) di S si ha:

2 hed A
Sfu.ll);th:(;i; a)uXh.

e, per il teorema di commutazione (.- V. @., I, pag. 32; pag. 67 [4],
pag. 69 [1”]):

A ’1 lr /
aXKSu;.u)h:uX( I/hp(a)l — lX(“;I/&;:l”az'O(J{%u;

e, poiche a é arbitrario:

(Kab)
aP

KS(e ,u)b=K 1.
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Ricordando che (4. 7. @., 1, pag. 25; pag 70 [1]):
Kg=p—2VgA 2Vﬂ=rotv,
aP
ne segue:
d(Kab)

KS(e,u) b = —gp U rot(Keb)Au,

ossia (4. 7. @., I, pag. 69 [1"], pag. 74 [4]):

KS(a,u)b=(%u)b—{—u/\(ﬁot]ﬁa) b;

e siccome questa vale per b arbitrario, si ha:

dKe

KS(e ,u) = P

u-+u/\ Rot Ke ,

da cui, operando con K nei due membri (4. 7. G., 1. pag. 67 [4]):

de
=—u—K A
(1) S(e, u) Zp U K Rot K. u/\ .
OsSERVAZIONE. — Questa formula si pud anche dedurre facilmente

dalla [4] di pag. 74 (4. V. 6., I), cioé dalla:

K Rot Kee(u A\ X) = (:][—g u) X — (j—; x) u.

Basta osservare che il secondo termine del secondo membro di questa
eguaglianza, per la (2), & S(«,u)x, per ottenere subito la (I), poiche x &
un vettore arbitrario.

3. La (I) permette ora di mettere subito la (1) sotto la forma:

d(eu)
dP

(I1) =aj—g+%u—KRotKa.u/\.

Questa ci mostra che, per il prodotto funsionale ew, non vale (in ge-
nerale) la ordinaria regola di derivasione del prodotto di funzioni nu-
meriche; poiché all'espressione che ne risulterobbe per la derivata del primo
membro, eseguita applicando la legge indicata, occorre aggiungere un terzo
termine, come & indicato nel secondo membro della (II).

Questo secondo membro si riduce, come & noto (4. V. @, I, pag. 130),
ai soli due primi termini quando « ¢ una derivata (e solo allora); il che
subito risulta anche dalla nostra (II). Invero, perché si verifichi la condi-
zione indicata, occorre e basta sia:

KRot Ke.uA=0;
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e siccome u e arbitrario, scegliendo opportunamente x, il vettore u A x
pud identificarsi con qualsivoglia vettore dello spazio; percid la condizione
scritta equivale alla:

KRot Ke =0, ossia: RotKa = 0\,
la quale & appunto (4. V. @., 1, pag. 118) la condizione necessaria e suffie

ciente perché « sia una derivata.

DERIVATA DEL PRODOTTO DI DUE 0 PIU OMOGRAFIE.

4. Se mnella (II) si pone w=ga, essendo # una seconda omografia ed
a un vettore costante, si ha:

g d(ega) _ d(ga) | de
(3) P — % ;p + -5 7P fa — K Rot Ke . (Ba)/\

Se introduciamo ora, con il Burali- Forti (*), l'operatore A (assiale),
simbolo iperomografico il cui campo d’applicazione & formato dai vettori,
se cio® poniamo:

(4) a/A=Aa , (pa)\=A(pa)= Apa,

[essendo priva di significato 1'espressione (Ap)a], applicando la (II), si ha:

d(epa)  d(aB)
4P~ 4P

a—KRotK(aﬂ).a/\—([g;ﬁ)d—KRot K(ep) . A

@_ ,'_ agie
— I]Pa—KRoth’.a/\] @ pa aK Rot Kg.Aa;

ed allora dalle (3) e (4) segue subito:

d(ap)
i = g A K RotK(ep). A —

—a.KRotKB.A — K Rot Ka . A ().

(I1I)

Se a e § sono derivate, ciod (cfr. n. 3) Rot Ke= 0 , Rot Kg=0,
8i ha:

def)

e
(IIT) = + :/P -+ K Rot K(ap) . A

(*) C. Burali-Forti, Sopra alcuni operatori lineari vettoriali, Atti del R. Istituto
Veneto, tom. LXXTI, parte seconda, 1912-1918, pp. 265-276.

(*) In certi casi, per il prodotto funzionale pud essere necessario — a scanso di
dannose ambiguita — il segno Q. Cfr., per questo, C. Burali- Forti, Sopra alcuni opera-
tori ecc., cit.
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€ se anche il prodotto ef ¢ una derivata. si ottiene:
, d(ef) ag de

N g LB de

(1) dP ~ “gp T gp i

la quale formula, supposto che « y £ siano delle derivate, vale quando, e sol-
tanto quando [come mostra la (III')], anche ap & una derivata.
Sarebbe quindi interessante di vedere la condizione a cui debhono sod-

disfare le omografie «, £ perche, essendo esse derivate,

sia pure af una
derivata.

5. Una delle forme sotto Ia quale pud esprimersi detta condizione &
la seguente :
In virtd di una formula ottenuta dal Pensa ('), cioé dalla:

d e
ZV(aK dﬁ}’)l)= [Rot(ef) — Rot . § — CKe . Rot gl a,

la quale pud sciversi:

dK
2v (KﬂK d[‘:a) = Rot K(ep) — Rot K#. Ke — C8 . Rot K],

ove a é un vettore costante, perché si abbia: Rot K(ef) = Rot(Kg Ke) = 0,
quando si supponga essere Rot K« = 0, Rot K = 0, occorre e basta risulti:

r/Kaa\) Hay

V(KﬁK e

od anche:

o dKeaa Ny
"( dP ﬂ)—O,

qualunque sia il vettore costante a.

In altri termini: Se e ¢ B sono derivate, il prodotto af risultera
pure una derivata quando e solo quando l'omografia:

dKea :dK((a

H e
KpK P ovvero la¥* P g,

sta una dilatasione, qualunque sia il vetlore costante a.
6. La (III) pud estendersi facilmente al prodotto di un numero qua-
lunque di omogratie!; e si ha chef:

(*) A. Pensa, Sopra alcuni operatoridifferenziali omografici, Atti della R. Acca-
demia delle Scienze di Torino, tomo XLVIII, 1912-13,5pp. 149-155;]pag. 150 (6).
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Se @, .ay,...,a, sono delle omografie funsioni del punio P, vale la |
relasione:
5 d(e, ay ... @, de, de,,_
(IV) #—)=rxl R S 4P + @, @y .. @y - p 'a"_i_,..
de,
-4 qp % @ -+ K Rot K(a; as ... @) . A —
(
—a, @y ..., . KRt Ke, . A —a, @ ...ap_. K Rot Kev,,, . Aw,, —
— e,y ..., sKRotKe, s.Aa,_,a,— - —KRotKe,.Aa; ...«

Questa formula si dimostra senza difficoltd per induzione. Supposto in-
fatti sia vera per un certo valore intero e positivo m, di %, sostituiamo in
essa, ad ay, (per 7 = m), il prodotto am am+; applicando la (III), si ottiene:

d (7 AP Aoty d
(al 2 % l) =, Ay ... A [am r}; 1 —l" am oy _|_

-+ K Rot K(am @m+1) - A — am K Rot Koy, . A — K Rot K e . Aam+,jJ+

dam_,

=L 0ty 0ty i ool B s e P U Amsr + +dP R

-+ K Rot K(e; @; ... @m1) . A — @) @5 ... @y _; K Rot K(ap amey) . A —
— . @m s KRG Kap . Aapany — - —KRot Koy Aasas... ot

nella quale si elidono i termini in @, @ ... am_y K Rot K(etm atm+1). A; dopo
¢id, risulta provato che la (IV) vale pure per z =m - 1. E siccome essa
coincide con la (ILI) per » =2, si conclude che essa vale per ogni valore
intero e positivo di =, cicé & vera in ogni caso.

7. Come nel n. 4, possiamo osservare che, se le omografie a, , as, ..., a,
sono delle derivate, allora: quando, e solo quando, ¢ pure una derivata
gl loro prodotto e, e, ..., a,, si ha:

d(ay etz ... 0t) da,.

’ 390 - dll
av) P =t & ol 5 + o d—P?as... ey 1

da,

+ 0y O3 ... Oy

e mi sembra degno di nota il fatto che, fra le condizioni ora indicate come
sufficienti perché valga la (IV’), non compaiono affatto i prodotti formati
con una parte soltanto delle » omografie a,, s, ..., a,.

Similmente a quanto si é fatto nel n. 5, dalla formula (2) del Pensa
(loc. cit., pag. 150):

2v( dﬂ) [Rot(ef) — Rot . f]a,
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per a vettore costante, si deduce:

9V |:Ka dK(‘M"
n AP i

= [Rot K(e, e, . a,) — Rot Ker,, . K(e, «, ... a.)]a;

quindi, essendo Rot Ke, = 0, affinch® risulti pure Rot K(e, «, ... a,) = 0,

dK(e, ay ... e,_y)a

orcorre e basta che 1'omografia Ke, P sia una dilatazione,
(

qualunque sia il vettore costante a .

Dunque: se @, , «,, ..., a, Sono delle derivate, la (IV') sussiste quando
e solo quando I'omografia:

1K e
Kol dK(a) @y .. @) a ,
apP

per a vetlore costante arbitrario, ¢ una dilatazione.

8. Dalla (IV), in particolave, si ricava quale espressione della derivata
di una qualsivoglia potenza intera e positiva n-esima d’una omografia:

da” = =1 d_a | n—e de ’/l a2 ([_a n—l1
e e i i g T e T
I iy R L
T S By i o N S

la quale, quando e é una derivata, si riduce a:

det de (/u

r e L [y n—e 71—2
(V3 gp =% g s HET T"‘(/p e

+ a"_' + K Rot Ka". A ;

e, se anche a™ é una derivata, si ha:

! {/a” AN det n— et =l n—2
e i =~ ¢ th +dP

Per quanto si & detto nel n. 7, se a é una derivata la (V") sussiste
Nn—1
quando e solo quando Kazdizp—a ¢ una dilatazione, qualunque Sia il

veltore costante a.
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