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| . . . 5
sostituendo nelle formule precedenti. e ricordando la (8), si ottiene:

\ R— — |.U<la+’7/ | gndo,

(10) \ X d
/ M=— ’ (P—0) \Uda—{—i/[ ‘ ¢(P—0)Ando.

Indichiamo ora con § una superficie chiusa, che contenga C nel suo
e che lo spazio compreso
(7), (9) all'insieme di queste due super-

interno, e tal fia ¢ ed s sia totalmente occupato

dal liquido. Potremo applicare le
ficie, ed avremo, @ essendo armoniea,

|~L'do+ | Uds=0 , | (P—0)AUdos+ ‘ (P—0)AUds=0;

quindi, dalle (10), segue:
R=| U([S-i—l | ¢ndo,
s ats

| - e |
M= | (P—0)AUds+ | o(P—0)Ando.

)
s

La prima di queste due formule concorda colla Sua formula (8).

Meccanica. — Applicazione del potenziali newtoniani della

' elasticita. Nota II di PIETRO BurcaTt, presentata dal Corrispon-
) dente R. MARCOLONGO.

5. La nota estensione dei metodi di Green all'equazione dell elasticita
quando venga fatta nella maniera piu opportuna, fa appunto vedere che i
potenziali definiti nella Nota precedente costituiscono gli elementi analitici
fondamentali di cotesta teoria. \

N 105 ,1' < " 1 Q s »
Indicando con g e p,S €S rispettivamente due omografie e due vet-

ecolari dei punti P d'un campo S limitato dalla superficie o

tori funzioni r
o soddisfacenti alla relazione di reciprocita

) I,(Kp’:j;):ll(liﬁ’:j;)‘

si ottiene, da una nota formula ('),
(8) | grad pXs'.dS + | pn X §'. do =
8 o
— o ’ o/ | ) {
= .\L{x‘ui g X .dS 4+ ‘aﬂn X 8do;

Yy Anal ct. générale {
) Analyse vect. générale, tomo I, pag. 111, formula (2). Per le applicazioni del-

I'analisi vettoriale alla teoria dell’elasticita, vedi il volume 27 della stessa opera
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relazione fondamentale, che contiene tutte le relazioni del tipo di quelle
comunemente chiamate lemmi di Green nella teoria dei potenziali ordinarii.
Supponiamo che sia grad # =0, e che §' risulti infinito in un solo

, 1
punto O di S come = (r=mod (P — 0)), pur ritenendo soddisfatta la (7).

In questo caso la (8) non ha piu luogo. Possiamo perd isolare il punto O
con una sferetta o, di centro O e raggio «, e applicare la (8) allo spazio S,
compreso fra o e ¢,, ove g8, 8s’ son regolari. Si ottiene

(®) | gradgx8'dS,+ [ (fn XS — fnxs)do =
/8y JO '
= fﬂ'nXdeo—— f fn Xs'da, .
/Gy J 0,

Essendo o, = &*dR, ove d® & 1'elemento superficiale della sfera uni-
taria, si ha |

r Bn X8 do, =« [} fn Xes'dQ;

Ead)

che, per le ipotesi fatte, tende a zero con e. Inoltre
‘ fmXsdo,=s, X & [Qﬂ’nzl.Q,
Oq v

ove §, & un opportuno valove di s fra quelli che s assume sopra o,. Supposto

9) lim &? { g'n d2 = ¢ (costante) ,

E=0

la (8') diventa, al limite,

(10) s(0)Xe= f(,ans'-ﬂ’nXs)dd+ ‘ grad # X §' dS,
Jo <8

ove $(0) e il valore di s nel punto O. Altra formula fondamentale, che
contiene tutte le formule particolari di questo tipo che si adoperano nella
fisica matematica.

Cid posto, veniamo ai problemi dell'equilibrio elastico dei corpi omo-
genei isotropi. Nelle formule precedenti, siano s e s’ gli spostamenti relativi
a due deformazioni elastiche infinitesime; § e g le corrispondenti omografie

ds'

delle tensioni interne (dilatazioni). La (7) & soddisfatta, perche I, (ﬂ ﬁ))

eI (ﬂ'fi/—;) vengono a rappresentare la stessa forma bilineare nelle com-
[0

ponenti delle definite deformazioni. Inoltre prendiamo &' = ya, che & il
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potenziale newtoniano elementare dell'elasticitd definito nella Nota prece-
dente. Risulta, allora,

grad g'= E(ya) = 0;

e, per le proprietd dette, si vede che & applicabile la (10). Bisognera perd

calcolare il limite di ’ 8'n do, sulla sferetta di raggio &, quando & tende
J G

a zero. Per note formule, si ha, nel nostro caso G5

' l
£n = (R* — 20?) div (ya).n —20* D [’—,,yli—l ne (e = densitd)

0o
S

Prendendo ya nella forma

ya = (2! 4 o°) E——(!.!'—m*) (gmd%Xa) (P—0),

=
dopo alcuni calcoli, che qui omettiamo per brevitd, si trova

g N 1 \ 1

__—ngz =——m~(grad;>(a) n | o* (grad; Xn)a+
1 b(grad%‘\,

+ 2*n X a) grad - — (2 — o) \a X ——— ] (F—0);

e integrando quindi sopra o, si ottiene facilmente (m normale esterna a @)

limf g'n do, = 8mw*2%a .
Oy

=0
Questo & il valore di ¢ nel caso presente; percid la (10) diventa
Snw®N%s(0) X a = {grad 8 X yadS -+ (ﬂn X ya do — (ﬂ'nxsdq !
8 Ja Ja

Indicando con F e F, rispettivamente le forze di massa e superficiali
che conservano 1 equilibrio nella deformazione definita da s, si ha per le equa-

zioni dell'equilibrio,
gradg=eF , pn=F,;

percid la precedente diventa

Srw?Rts(0) X a= [FXyadS—}-l I Fs X ya.do — ‘ ﬂ'n)(sda
Js 0/)a Je 0 )

g

(Y) Analyse vect. gén., tomo II, cap. IL
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Infine, introducendo 1'omografia

A = (2 — 20°) H(grad y , n) + 2w* % n — o*H'(Roty ,m) =4(y ., m),

funzione di y e m, facilmente si trova
—fn=¢l(y,n)a ().
Allora l'ultima formula diventa
8rw?R?s(o) Xa = fFXya ds + (F,Xya, do + [l(y , 1) aXsdo
/8 Jo Jo,
= [ yFXadS -+ (chXads —{—le()',n) sXado;
8 Ja o
da cui, per l'arbitrarieta di a,

(11)  8ra2*s(0) = (yFas+ fyF,,da-}- (‘Kl(y’n)sdo',
S JO o

che compendia, in sostanza, sotto una nuova forma, le note formule fonda-
mentali del Somigliana. I primi due integrali e una parte del terzo, quello
corrispondente al termine medio di 4, somo appunto i potenziali newtoniani
dell'elasticita considerati in principio. Si ha dippi, nel terzo integrale, una
parte dipendente da particolari potenziali ordinarii; per la ragione che alla
equazione Es=0 si soddisfa anche in modo speciale mediante certi po-
tenziali ordinarii. Come si vede, dunque, i detti potenziali dell'elasticitd
entrano come elementi essenziali nelle formule fondamentali, e la conoscenza
a priori delle loro proprieta facilita lo studio dei varii problemi, e rende
pitt espressive le formule. Anche il metodo diretto qui seguito per giungere
alla (11), mi sembra notevole.

6. Introducendo 1'operatore

B = 24’ — (2 — w?) grad div

(che potrd chiamarsi I'associato di E, percheé si deduce da E con lo scambio
di £* con w?), si deduce

ya = Q:4(ra) — (2* — o) grad, div,(ra) = E¢(ra).

Osservando poi che F' e Fg non dipendono da 0, subito risulta

frras=m([rFas) | [rBoso=mi( [ rBoas).

(*) In generale con H'(e,a) intendiamo quell'omografia funzione dell’omografia a,

e del vettore &, tale che per ogni b risulti H(e,a)b=ab A a.




Inoltre, essendo, per le cose dette,
~d grady »
= O, — (R — @0¥) —=———
! of { % dr

facilmente si trova
dy \) e )/')
tn)s=KE; (s —).
(:(P “( M
e, quindi,

"
g M

S.(/O') "

) L
| L's.do=Eq(
Jo M

Queste formole fanno vedere le relazioni che passano fra i potenziali newto-
piani dell’elasticitd e gli ordinarii potenziali (vettori) biarmonici; e danno
ragione dell'importanza che questi ultimi acquistarono nelle moderne ricerche
sulla teoria dell'elasticitd (specialmente nei lavori del prof. Almansi).
Rispetto all'ultimo integrale della (11), con opportuni calcoli, che qui

tralasciamo, si trova

[ Ki(y,n)s.do= 1) w220 — 2°) grady, @ — ©* roty N -+ 2w* ‘ Is‘dg?
Je { Jo N y’

ove
¢=((n><s>rda y nz‘(n,‘\s)rdc;

o Jo

per conseguenza, posto

gy | erS—}-%) | »F.do+
S .

+w2:(Zw*—!ﬂ\gradm—roton‘f"z ‘ > gda! |
o )

la (11) assume la forma
(12) 8rw?2?*s(0) = Ki s, .

Dunque ogni S, atto a rappresentare la soluzione d'un problema d'equi-
librio elastico, pud assumere la forma (12). Questa proposizione & 1'inversa
di un'altra, ben nota, del Boussinesq; secondo la quale si pud sempre sod-
disfare all’equazione indefinita dell'equilibrio elastico con

¥,

s=E'#), ove A'4'u=—

w®0*




