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Meccanica. — Sopra le formole di rappresentazione degli
integrali della dinamica elastica. Nota I di ERNEsTO LAURA, pre-
sentata dal Socio C. SoMIGLIANA.

La presente Nota & dedicata alla ricerca delle formole di rappresenta-
zione degli integrali delle equazioni dei piccoli moti dei corpi elastici iso-
tropi, cioé di quelle formole della dinamica elastica che. corrispondono alla
formola di Gueen relativa all'equazione di Laplace, o alle formole di Somi-
gliana relative alle equazioni dell'equilibrio elastico. La ragione che mi
spinge alla presente pubblicazione, dipende dal porre in evidenza il carat-
tere, che le dette formole hanno, di dave lo stato di vibrazione all’esterno di
una superficie o chiusa, quando questa si pud ritenere bordo di onda all'inizio
del moto, cioé quando le funzioni date sopra o sono definite solo per gli
istanti successivi ad uno assegnato. Le formole di rappresentazione richieste
savanno percid di utilita nella risoluzione del problema esterno della dina-
mica elastica nella forma che ad esso diedi ultimamente (*).

Il metodo qui seguito mostra la non necessarietd di imporre condizioni
di convergenza all'infinito delle funzioni incognite, poiché ad ogni istante
il moto & racchiuso internamente a superficie tutte al finito; e inoltre non
richiede nel moto quel carattere di permanenza che sarebbe acquistato solo
per tensioni e velocitd agenti da tempo infinitamente remoto sulla super-
ficie o portante i dati.

In un'altra Nota mostrerd che le formole trovate, come la formola di
Green per l'equazione di Laplace, forniscono, nella forma che qui é data
ad esse, un metodo di integrazione per le equazioni dei piccoli moti dei corpi
elastici.

Noterd, infine, che le considerazioni qui svolte si riattaccano ai metodi
introdotti dal Volterra (%) nella scienza, e gia con eguale intendimento
applicati dal Tedone nella Memoria: Sulle vibrazioni dei corps solidz,
omogenes, isolropi (Acc. reale delle scienze di Torino, tomo XLVII, 1897),
allo stesso problema delle vibrazioni dei corpi elastici. I1 metodo da me
seguito si differenzia da quello di quest’ultimo autore per la concezione
fisica della propagazione di onde, e quindi per gli spazi a cui le integra-
zioni sono estese.

(*) Nella mia Memoria in corso di pubblicazione: Sopra il problema esterno df’”a
Dinamica dei meazi elastici isotropi, Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino,
vol. LXIV, serie I.

(*) Sur les vibrations des corps élastiques isotropes, Acta math., tomo X VIIL
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1. 11 modo con cui intendo la propagazione del moto all'esterno di una
superficie o chiusa convessa (moto generato in uno spazio indefinito, occu-
pato da un mezzo elastico, isotropo, nel quale & una cavitd), & il seguente:
Sopra o, da un istante /=10 in poi, sono date delle tensioni (o delle velo-
citd); inizialmente il mezzo @ in quiete. Ad un istante £>> 0 qualunque,
considero due superficie ¢{® , ¢{” ottenute da o portando sopra le sue nor-
mali verso l'esterno, a partive dai punti di o stessa, dei tratti az,b¢. Lo
spazio compreso tra o e o{” contiene i punti la cui vibrazione & decompo-
nibile in una parte trasversale, ed una longitudinale. Per la continuitd dello
spostamento, la vibrazione longitudinale si annulla sopra o{®, la trasversale
sopra o, La posizione del problema riesce piu chiara quando ci riferiamo
allo spazio a quattro dimensioni (x.y,s,?), considerando quindi il tempo
come una coordinata. Considero allora il cilindroide = a generatrici parallele
all'asse ¢ la cui sezione con 1'iperpiano =0 & la superficie &, e le due
ipersuperficie =, , 3, le cui generatrici hanno come proiezioni sopra ¢=0 le

Le

normali a o. e le cui pendenze, rispetto allo stesso iperpiano, sono 2
sezioni di queste ipersuperficie con 1'iperpiano /==7 sono le superficie ¢\,
o . Le funzioni che caratterizzano la vibrazione longitudinale sono definite
nello spazio compreso tra = e 3,; quelle che definiscono la vibrazione trasver-
sale sono definite tra = e 2,. Le prime si annullano sopra =,, le altre
sopra =,. Entrambe sono determinate dal generare tensioni sopra =X, equi-
libranti quelle date.

Ricercheremo le formole di rappresentazione per gli integrali di questo
problema.

2. Il mezzo possa propagare solo onde longitudinali (mezzo fluido).
Sia ¢ la velocitd di propagazione delle onde; 1'equazione caratteristica del
moto sara:

'y

(1) $=c*dgp.

La formola di rappresentazione degli integrali di questa equazione (formola
di Kirchhoff) si otterra considerando, oltreché il cilindroide 3 e la 3, (co-
struita come & indicato nel num. precedente), un cono =, di equazione

©

~

=1(e—&*+(@y—n)~+ (2 —{)*,

(t—r)=

e

un cilindro 2, di raggio ¢ e il cni asse & la retta
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Nello spazio compreso tra =,3,,3,,3, si ha, se ¢, sono funzioni re-
golari in questo spazio e soddisfacenti la (1),

(2) -/E'-}—z Sl (q’D"w = l/"DVq)) az=0,

nella quale si & posto

W D W, WD A D
[ Sl et e 5L ladiv
WAL W W AR RLaRY4

v essendo la normale interna. Si ponga

t—-t—}-g
e
Si ha pereid, sopra =3,
Yy=D,y=0.
Sopra =, si ha poi:
¢9g=Dyp=0.

Quindi, osservando che sopra = si ha

Rl

Dy = ¢* = n = normale esterna a o,
e sopra =2,
29
Dyp =¢* :
VP (4} )Q

con un passaggio al limite per ¢ = 0, dalla (2) si ricava

v«/a\/ il ‘_””_t i "'D_q")dz_
( ¢ r® r Mm

dove 7, ¢ la minima distanza del punto (&,%,{) dalla o.
Dalla (3), con due derivazioni rispetto a 7, si ricava la formola di
Kirchhoff (1).

(*) Per i dettagli di questo calcolo, cfr. la mia Nota, Sulla formola di Kirchhoff
per la propagazione delle onde, Acc. sc. Torino, vol. 48, 1912-13. Nella seconda e pe-
nultima formola di pag. 397 vi & un errore che, perd, nessuna conseguenza porta sulla
esattezza del risultato.

Renprconti. 1914. Vol. XXIII, 1° Sem. 122
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Ho voluto, per sommi capi, ripetere il ragionamento che conduce, mi
sembra, nel modo piu naturale, alla formola di Kirchhoff, per mostrare che
mediante esso, con facile generalizzazione, si pud giungere pure rapidamente
alle formole di rappresentazione degli integrali della dinamica elastica.
Bastera, in luogo della (2), applicure la formola di reciprocitd del Betti, e,

t—v + =
in luogo dell integrale ———)'———. usare degli spostamenti dovuti ad wun
centro di forza (formole di Stokes) nella forma ad essi data dal Somigliana (1)
e da me lievemente modificata nella Memoria gid citata.

3. Premetto una formola relativa alle equazioni dei piccoli moti dei
corpi elastici, equazioni che pongo sotto la forma:

e 3 IW DWW D IW
+,,,

Ve T 2w | W Vewy | 8 ews

/

(4)

La W ¢ il potenziale elastico unitario, ed ey ,... sono le componenti di
deformazione. Sieno (%, ,2) («' ,v'.w'") due terne di funzioni regolari in
uno spazio S a quattro dimensioni, limitato da una ipersuperficie = chiusa.
In S. queste due terne di funzioni verifichino le (4). Dal sistema (4), con
metodi notissimi. si ricava:

)u " W , dw M bv' w'
—+tuw' ——u —0 —
\ Dl P4 A A A
R, AW 3W)
(5) =% (# Sy + a5 A
/ 2 (AW w)
el . y w =W
ply ( Vlra A )ew + b Cii

In essa, W' ¢ il potenziale elastico relativo alle (', »'.w'), e ey ... sono
le corrispondenti componenti di deformazione. Integrando la (5) allo spazio S
e usando della solita formola di trasformazione di un integra e di volume
in integrale di superficie, si ottiene:

) 2w -
(v 2 —u T — ) dz =
iy { [u'(bw 2w DWM AW 1:)+
z g U Vlya QU Vlzy U
W’ w’ w’
_u(b b.c+b’b_y ),E s |
Ve N 0y N 0Cz0 N

(*) Sulla propagazione delle onde dei mezzi isotropi, Acc. se. Torino, vol. XLI,

an. 1905.
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dove la # & la normale interna a 3. Si ponga:

_ ot W Wy W
AW M Vg M VWys: M Vlze M
_wd Woa Wy _ 2Wx
AU M dewy M eyy M ezy M
_w . AW W 2y W 2z

AW M g ey; M e o
e posizioni analoghe per le U’', V', W’. L'ultima formola diverra:
(6) f(u’U—}—v’V-l—w'W—uU’—vV’—wW')dE:O.

4. Consideriamo le ipersuperficie =, 2,, 3, del n. 1, i coni caratteri-
stici 2, 20 di equazioni

r?

(—t=5 r=tE T FG—DFe—0F
(t—7z)t= 77:

e un cilindroide 2, di raggio ¢ e coassiale con questi coni.
Sia » la normale interna a 3, (facente ciog, con 1'asse ¢, angolo acuto);
» la normale a ¢{® nel punto corrispondente. Avremo:

T 2T 1 dx
T——cos(n,v)_— =
N W 1/1 + a MW
Wi a

W —1/117 ’

Sopra 3, avremo dunque:

A0

TR
essendo X,,Y,,Z, la tensione attraverso l'elemento superficiale di ¢\* di
normale » e 0 la densitd. Analogamente, sopra =, si ha:

Bwng i)
abt+d‘ (i

yifor L o ' 8
e formole simili si hanno sopra 3 e =§’. Sopra = e sopra =3, si ha, invece,
A
™%,
W 0
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Qnindi, sopra queste superficie, rispettivamente si ha:
1
U=— 3 Xy
1

Supporremo che la propagazione all'esterno di o avvenga per modo

che sia

u=th+u , v=v1-+0 , w == 1w, + w0,

nello spazio compreso tra = e Zp; e

u=u , V=0 , W=1W,
nello spazio compreso tra = e Zq. Le (%) ,0,,w)) definiscono una vibra-
zione longitudinale; le (%, ve.w:) UNa vibrazione trasversale. Per la con-
tinuita dello spostamento, si ha:

u, =v, = w, =0 sopra =,

we = vy =ws — 0 sopra 3,

da cui consegue ('):

du X§ o

a \—/l + dv = (0 sopra 2,
Ry X

b $ T" =0 sopra 3,

¢ formole analoghe. Le X, Y{",Z{ sono le tensioni dovute allo sposta-

mento (u#,.,.w,); e le X@,Y® Z® quelle dovute allo spostamento

Us 4 Vg , W3).
L'applicazione della (6) ad una vibrazione generica regolare e ad una
vibrazione dovuta ad un centro di forza, condurrd alle richieste formole di

rappresentazione, come mostreremo in una prossima Nota.

() Cfr. la mia Memoria citata. cap. 1; e Love, Wave-motions with discontinuities
on the front, Proc. Lond. Math. Soc., 1904.




