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possa avvenire si vede subito nel caso nostro; infatti I’intervallo (—1,0)
e trasformato in (0, 1).
Si vede infatti che se
—l=2<0,

allova la

g(2) 4+ | © N(ay) gly) dy = [(x)

¢ risolta subito se gid si conosce la ¢ nell’intervallo (0,1). Posto @ =—§&,

si ha:
“r2
o(— &) =/ (—&+ | N(—&,71) 9(n)dy.

=40
Cos), ad esempio, le equazioni in cui tutte le successioni
£,9(8), 9(9(8) , -

tendono all’infinito, non sono risolubili, se non quando alle ordinarie con-
dizioni si aggiungano quelle di convergenza degli integrali da considerare.
Tale & il caso di

a(a)i=lcr Sestcli>e
oppure
g(z) =a+ a a==0.
Matematica. — Sopra alcune superficie rigate dipendenti

dalle indicatrici sferiche di una curva gobba. Nota di C BURALI-
Forti, presentata dal Corrispondente R. Marcorongo (1).

Esamino alcune proprietd, che credo nuove, degli enti generati da una
retta, o punto, o piano, invariabilmente collegati col centro O di una sfera
e i punti corrispondenti delle tre indicatiici, sulla stessa sfera, di una
curva gobba. Pilt che le proprietd ritengo interessante il modo di ottenerle;
faccio uso contemporaneamente del calcolo vetloriale ordinario (operazioni
X, /\) e delle formazioni geometriche di Grassmann-Peano, ottenendo cosl
in modo rapido e semplicissimo delle proprietd abbastanza complesse (?).

(*) Pexvenuta all’Accademia il 16 agosto 1914.
(*) 11 lettore pud facilmente verificare che 1'uso sistematico di uzo solo dei due

citati algoritmi conduce a calcoli spesso indiretti, sempre pit lunghi; e ancor pin lunghi
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1. Nel punto generico P di una curva gobba i numeri s,o0,v € 1 vel-

tori t.m, b abbiano il solito e noto significato (cfr. ad es. (*). pag. 86).

Inoltre si ponga

(1) f=

1l vettore f & parallelo alla generatrice della 7 (ti ficante della linea

df
\

ds

la linea P @& un'elica. Inoltre le formule di Frenet assumono la forma

P in P (%), ed ha, quindi, direzione fissa (f :0) solamente quando

semplice

4 _fAt , S =fAD

ds ~ ds ' ds

db .
(2) — =1t/ D.

Se u @ vettore invariabilmente collegato con 1,1, b, cicé m si pud
esprimere linearmente mediante t.n,b con coefficienti costanti (cioe, ancora,
i numeri u Xt .uXmn,uXDhb sono indipendenti da s), allora per le (2)
si ha

(2 Cl o fha

(s

e si hanno quindi formule analoghe a quelle del moto di un corpo rigido.

se. anche facendo uso del calcolo di Grassmann-Peano, si voglieno esprimere u, Vv linear-

mente mediante t,n,b (e non parlo delle coordinate!

Sarh utile che il lettore abbia conoscenza dei libri che ora cito [per (**) basta la
conoscenza delle apy ici |
(*) C. Burali-Forti et R. Marcclongo, Elemets de calcul vectoriel (A. Hermann,
Paris, 1910).
**) Tdem, Anralyse vecto vol. I e II, Mattei e C., Pavia, 1912-18).
*%*) (. Burali-Forti, Introd la qéometrie différentielle (Gauthier-Viilars,
Paris, 1897).
(****) Idem, Corso di ge tria analitico-proiettiva (G. B. Petrini, Torino, 1912.
Le relazioni fondamentali tra i due algoritmi sono le seguenti [efr. (*) Appendice
e * % 7
aXb= alb , aAb=|@b) , a/AbXe ;%»(:
ove a,b, ¢ son tort e 2 & il trivettore unitario.
I calcoli che ora esporrd provano, ancora una volta, come sia insostenibile 1'opi-

nione pin volte espressa dal sig. Prandtl [efr. (**) vol. II, pp. 125-127].

() Cfr. (***). Del resto posto @« = P |n si ha, in virtu della (2’) seguente,

REED « = P|(f/An) = Pfn
e quindi

«e—=Pfn.P n=Pfln.Pn-+Pnn. l't'=l—_n 54 n,Pf':‘]—, Pf.
6 )
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Se O & punto fisso, i punti
P, =04t , P,=0-+4+n . P,=0-+D,
descrivono, col variare di P, e sulla sfera di centro O e raggio unitario, le
indicatrici sferiche delle langenti, wormali principali, binormali della
linea P.
2. Consideriamo una retta invariabilmente collegata con i punti O,P,,
Py, Ps. Essa & la posizione [efr. (****), pag. 162, n. 196] di una forma
di seconda specie di Grassmann-Peano,

r=0u-|v
ad Znvariante nullo, cioé tale che
rr=0, cioé Ou|lv=0, ovvero uXv=20,

essendo w, v vettori invariabilmente collegati con t,n,b.

La retta r descrive, col variare di P, una rigate la cui linea di
stringimento (0 spigolo di regresso, se sviluppabile) ¢ descritto
dal punto

(3) ——0+ z’“/\VXf f4+vXf.uAf}.

Indichiamo con gli apici le derivate rispetto ad s. E noto [efr. (***),
pag. 97] che R & il baricentro della forma di prima specie

riri(re.r'w)} (Y).
Ora si ha:
(4) " =0t Au) |t Av)=0|{fu)+fv,
ro=u , r'e=|fu)=fAu,

(ro.r'ow) = (ro) \ (r'o) =u A(f A\u)=u®*.f—uXf.u,

r|(re . r'o) =
rr|(re. 7o)} =u®|0|(fu) 4 fv}{ |0uf 4 f|v) =
u® | Ouf|fu). O 4 Of|v .|(fu) 4+ Ovuf . f} =

u® (uf|(fu) &11
Gl i + T It +
da cui risulta la (3), passando ai simboli X, A e dividendo per la massa.

(') @=16%2; civt se A & un punto, allora Aw = 1.
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Se la linea P non ¢ uw'elica, allora i soli casi nei quali la relta »

descrive una sviluppabile sono i sequenti:
1°) la retta r passa per O e descrive quindi un cono di vertice O;
20) la retta r ¢ all'infinito e in tal caso tnviluppa la sesione al-
U'infinito del cono deseritto dalla retta O:(\' AT A \’%;
39) la retta r ¢ parallela alla normale principale in P, ¢ in tal

caso il punto R sta nel piano OP,Ps;
4°) la relta r sta nel piano OP,P., e tn lal caso il punto R sta
sulla parallela condotla da O alla generatrice della rettificante in P.
Affinche la vetta / descriva una sviluppabile & necessario e sufliciente

efr. (***)] che si abbia
() rr'=0;
ma dalla seconda forma della (4), si ha
1 | .
—90(fw)fu==EAVX({TAn)=—3zu Ny VDN U

e quindi la condizione (5) equivale a

uXf.vXf=0 ‘

che @ verificata soltanto nei casi seguenti

v=0 , u=0 , uXf=0 , v X =0

corrispondenti appunto ai casi 1°). 2°), 3°), 4°) del teorema.

11 1°) caso & evidente.

Per il 2°) basta osservare che la retta all'infinito, posizione del bivet-
tore v, inviluppa la sezione all'infinito del cono inviluppato dal piano
«—0ly e che la caratteristica in « & appunto la retta [efr. (***)]

aad = (0v) (0fv) = — (Ofv) (O]v)
= —0f v.0Ov—+4Ov|v.Of

1 ! : 1H- _
—-0jv. f—vXL.vI==0{(vAf) Avi.
6 6

Se u X f =0, risulta dalla (1) che u & parallelo ad n (*). I due vet-
tori f,u /\f che compariscono nella espressione (3) di R, sono paralleli
al bivettore bt e quindi R sta sul piano OP,P;.

1 1
W — ” hXu— = t X u; ma bXu, tXu sono costanti, o/z non &, per

ipotesi, costante, e quindi fX u=0 solo quando b X u=0 e t X u=0 ciot m & pa-
rallelo a h/ ‘I =1.
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Se v X f=0, allora v & parallelo ad n, e poiché u & normale a v,
risulta che w, come |v, & parallelo al bivettore bt, cioé » sta nel piano
OP,P;. Dalla (3) risulta subito che R sta sulla retta Of.

Nel caso che la linea P sia un'elica, la sua rettificante & un ecilindro,
e quindi f & parallelo ad un vettore costante k. Segue che i casi 8°) e 4°)
si accrescono di tutte le rette » per le quali si ha u=k A a, oppure
v=kAa con uXk/a=0, essendo a un vettore normale a k inva-
riabilmente collegato con t,mn, b, ma arbitrario. Si pud osservare che le
indicatrici sono circonferenze ecc.; inoltre esaminare 1 casi particolari, inte-
ressanti, o = == e 1'elica circolare.

Le traiellorie ortoyonali delle generatrici della rigata i sono descritte
dal punto

Q=O—i—l2\u/\v—( |vxtds)u!
uf . )
ohe dipende anche dalla costante di integrazione (V).

Dovendo essere uw normale a v si pud fissare un vettore a, normale

ad u e invariabilmente collegato con t,n, b, in guisa che

u/Av i

v=a/\u, o, il che equivale, porre a = =

essendo allora
r=0u-|v=0u+tau=(0-+a)u,
per il punto Q si ha
Q=044 a- zu,
con 2 funzione di s tale che @' Xu==0; ma si ha
QXu={fANatzutaf ANu}Xu=tXaAu-tzu®
=tXv42uwt=0,
da cui risulta la forma di Q, perché u® é costante,
3. Avendo u il precedente significato ed essendo 7, numero reale co-

stante, poniamo
(6) M=0+4+u , a=0u-+|+me.

I1 punto M e il piano posizione di @, sono invariabilmente collegati
con O, P,,P,,P;; il punto M descrive una linea sferica che pud chiamarsi
indicatrice del piano e; il piano « inviluppa una rigata.

(1) Dalla identith v=v X t.t+vXn.n-+v Xb.b si ha

) 3 fvXb vXt) *ds “ds
vxtds=(( ——;—\d.x:vxb. (}—th. =

o quindi Q si pud esprimere mediante gli archi delle indicatrici Py, Ps.
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Il piano normale alla linea M nel punto M é parallelo alla normale
al piano a« (al vettore n) e alla generatrice della rettificanté in P (al
vettore £). La caralleristica, in e, dell'inviluppo del piano «, sta nel
piano uscente da O e parallelo al piano normale in M. 7l punto di re-
gresso, in a«, dellinviluppo del piano a sta nella retta uscente da O e
parallela alla binormale in M.

Dalle (6) si ha subito

M=fAu , «=0|{f/Au)=0fu

che dimostrano le prime due parti del teorema, perchd la retta ec’ & la
caratteristica in « e M’ & la direzione della tangente in M.
Derivando ancora si ha

M'=f'Aa4+fAfAu) , <« =0fu+ O0f|(tu),
e quindi
MAM'=fAf'Xu.u4+FfAun)>.1.
¢'a” = Off'u . Ou — Ouf|(fu) . Of

1 S . 3
EO“ f'}Xu.u+4 (fA\u) .},

che dimostrano l'ultima parte del teorema, perché M'/\ M” ha la direzione
della binormale in M, ed essendo aa'e” il punto di regresso in « tale
punto sta nella retta e'a” (*).

4. Dalle formule precedenti risultano facilmente le proprietd che seguono.
Delle rette (r) PsPs, PPy, P\Ps, soltanto P3P, descrive una rigata
sviluppabile; ¢ punti R per queste rette sono

(20" + #*) R, = ¢*P. + (¢* + %) P,
(t — o) R: = 7P, — 0P,

(¢* -+ 27%) R; = (0* + 7°) P, 4 7P, ,

3) Calcolando il prodotto regressivo di «’a” per « e dividendo per la massa, risulta
facilmente che il punto di regresso in « &

mn

T f'Xu.w'4+fXu.(f uJ"‘f 0 Bl
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e risulla subito (da 1* e 3* sommando) che la retta R\Rs passa per il

punto
g PickPiL Py
3 b}

baricentro dei punti P, , Py, Py (}).
Le rigate descritte dalle rette PyP,, P\Py sono toccate dal piano
P,\P.Py nei punti H, ,H; tali che

(2¢+7) H, =P, + (¢ +7) Ps
(o + 27) H; = (¢ + 7) P, + =P;

e la rette H\Hy passa per ¢ punti G, Rs .
La caratteristica nel piano P,P,Ps ¢ la retta H,Hg, o, il che equi-
vale, la retta GR., e il punto di regresso ¢ il baricentro di
3 ___ 3
3‘9,’,’(}— L% R, ().
0T 0T

S

(*) Dalle stesse formule risulta pure che

(20* 4 7%) (0* 4 27*) R, R: Ry = oz(p* + 7°) P, P2 Py,

e quindi i punti R,, Ra, Rs non sono collineari.

La forma di seconda specie, ad invariante nullo,
(=7 Py Py —(0*+7') P, P+ 0 P, P,
sta nella retta R, R;, ed & notevole che
!/'(// =T — 0
Per l'involuzione A che lega le coppie di punti, ad es., di Py P, nei quali i piani

tangenti sono ortogonali, si ha

k:(g“Pg-*—((;-i—Q(") P, , —¢’Py—g¢? P,)
2 P:l :

che applicata a Py — P, da, appunto, R, .
(*) La caratteristica in P, P, P, & la posizione di

p=71Ps Pa_('\"*_ 7) PP, 40P, P:,

e si ha

1"=(g—t—r+")1’uPn+(‘$~o'— r’)Paln+("+'+g')1>. Ps;

T

il prodotto regressivo, nel piano P, P, Py, di p per p’ da

(67 — @) (P, + P, +Py) + 2<_+Q_+_>

(zrPs — oP))

che si pone facilmente sotto la forma precedente.

no
w
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I piant OPyPs, OP\Py inviluppano @ cont direllor: (vertice O) delle
rigate delle bimormali e tangenti della linea P (generatrici OP;s , OP)),
e il piano OP.P, imviluppa il cono diretiore della rettificante (genera-
irice OR.,).

7l cono direttore (vertice O) della rigata delle normali principali
¢ Uinviluppo des piani condotti per O normalmente alle generalric della
rettificante della linea P (perche Onn'=0[{n A (f An)} = O|[f) e
piano tangente a tale cono lungo la retla OP; taglia la retta PyP, nel
simmetrico, rispetto al punto medio tra Py, Ps, del coniugato armonico

a “ "S‘Iu”r‘ a Pl (-] P;,

Analisi algebrica. — Nuova rappresentasione della Sostitu-
zione lineare binaria primitiva. Nota di C. CELLITTI, presentata
dal Socio V. VOLTERRA (').

Noi vogliamo qui stabilire una relazione che riesce assai utile in qualche
importante questione di analisi. A quest'ordine di idee mi hanno efficacemente
spinto aleuni risultati gid noti, che trovansi nel Formulario matematico del
Peano, e i lavori. sulla teoria delle sostituzioni, contenuti nell’ Encyelopédie

es Sciences mathématiques.

Posto
= (5 1) Eem e

dove D & un intero qualunque, io dico che ogni arbitraria sostituzione

lineare hinaria primitiva

di modulo D pud sempre esprimersi mediante la formula

S—H+.K".H5.K°...N.Ke.He,

v

@ ..., 0,0 S0n0 numeri intert posilivi o neyativi ; il prodotto

(') Pervennta all'Accademia il 12 settembre 1914.
(*) Considerando la sostitozioni H e K, si scorge di leggieri che, per effettuare potenze

qualsiasi di esse basta moltiplicare il secondo coefficiente di H ed il terzo coefficiente di

K per .'"‘Allltll“llf"
an=(p 1) o=} o




