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Matematica. — Sulle funszioni assolutamente continue. Nota
di WitoLp WiLkosz ('), presentata dal Socio C. SEGRE.

Diremo, col prof. Vitali (secondo una locuzione da tutti : ccettata), asso-

lutamente continva una funzione f(s) definita per a =< s < b, se per ogni

dato ¢ >0 esiste un ¢ tale che: Se (a,.@8,) sono, per s=1.,2,38,..,
seqmenti distintt taterni all'intervallo (a.bd) di somma minore di s, la
somma del COTTISNOn lenli variasioni ‘,“\"‘I 11!.‘ on Supera o. ()}_[Ill

tale funzione & anche continua ed a variazione limitata.

I segmentini (e, 3,) possono anche essere in pumero infinito; e la
definizione posta non cambia di significato, se alle variaziom /(g,) — /(a,)
sostitulamo il loro valore assoluto, cloé l'ampiezza dell intervallo percorso
da y, quando a percorre (e, .@y).

Un classico teorema del Vitali dice che: Condistone necessaria e suff-

fente amnché esista 7'(s seluso al 0 wun gruppo di misura nulla),
| 7(s) ds = /(s5) - cost, é che f(3) sta assolutamente continua.

Noi ci chiediamo: Quando é vero il teorema deli’integrasione per

sostitusione? cioe: Quan lalla y = | Y(3)ds e dalla s = ¢g(x) st puo

eaurre

| = |L § (f'l.f\ lx —+ cost ?

Intanto, per ipotesi, la y & funzione assolutamente continua di z; e, se
teorema fosse vero, la y si dovrebbe poter considerare anche come fun-

zione assolutamente continua della . Intanto @ ben naturale di richiedere

e quindi supporre la 7= g(x) fun-
1l seguente ragionamento potrebbe
anzi far credere alll'esattezza del nostro teorema nell ipotesi che:

1

che il teorema sia esatto per y — 3.

zione assolutamente continua della z.

o L — L . P .
1°) se s=¢(z) =¢'(z) dxz. cioé se z & funzione assolutamente con-
tinua della z;

(') L'A. della presente N
tizia. Questa Nota contiene il

austriaco; e io non ne ho ora

che mi sembra nuovo e importante,
n lavoro consegnatomi in esame per la pubblic
ho cercato di porre

trattata. Il

1zione. lo ne ho rifatto la redazione,
in chiara luce il punto essenziale (secondo me) della questione
: » dimostra errato un teorema enunciato (a quanto mi scriveva 1'A.)
te edizione di un celebre trattato di analisi infinitesimale.

In una rec

G. Fusint
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2°) se, variando x nel suo intervallo. la 2 varia nel campo ove &
definita la 4.

Infatti, essendo y funzione assolutamente continua della z, dato ad
arbitrio un o > 0, esiste un o, tale che, se la 4 percorre segmenti distinti
di somma inferiore a @,, le corrispondenti variazioni di ¥ hanno somma
minore di ¢. Ed essendo z funzione assolutamente continua della a, si
possono a g far percorrere segmenti di somma inferiore a o,, purche si fac-
ciano porcorrere alla 2 segmenti di somma inferiore ad un & abbastanza
piccolo; e in tal caso le variazioni corrispondenti della % hanno una somma
minore di o: la y, ciod, & funzione assolutamente continua della z.

Sarebbe dunque in ogni caso /lecita Uintegrazione per sostituzione,
quando alla variabile di integrazione z si sostitwuisca una x tale che z
Sia funsione assolutamente continua della x .

Ma il precedente ragionamento ¢ errato, perche, pure essendo distinti
1 segmenti percorsi dalla x, possono non essere distinti i segmenti percorsi
dalla z; cosicché nulla si pud dedurre circa le corrispondenti variazioni
della . E che anche il risultato sia falso noi proveremo qui sotto con un
esempio. Ma la stessa nostra osservazione ci indica due casi molto importanti,
in cut tale integr agione per sostituzione é lecita.

1°) La 3 ¢ funzione crescente (o decrescente) della z. In tal caso
infatti, se la @ percorre segmenti distinti, anche la z percorre segmenti
distinti.

2°) La funzione W(3) da integrare, [y: [w(z) (Zz], ¢ limitala.

In tal caso infatti, sia H una costante maggiore di tutti i valori di
; quando la 2z percorre segmenti anche non distinti di somma minore

()

¢ S A !
od uguale a ¢, = T le variazioni corrispondenti della y non superano o (%).

[ precedenti risultati si possono estendere anche a integrali tra limiti
infiniti.

Ecco I'esempio a cui abbiamo sopra accennato :
Sia y = F(z) definita ponendo

1)_L R
F(0)=0 |, F(gn =T e n=0,1.2,...

o il 1
F(s) funzione lineare della 2z in ogni intervallo (27%) :

(*) Il primo di questi teoremi & dovuto al Lebesgue (Ann. Fac. des sciences Tou-
louse, 1909, pag. 44). Cfr. anche Hobson, Proceed. of the London Mathem. Soe., 1910.
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La F(s) & continua, decrescente, a vaziazione (limitata; i numeri derivati
essendo infiniti nel solo punto §=0, la F(s) ne & I'integrale indefinito;
e quindi F(s) ¢ assolutamente continua.
Sia ¢ = ¢(«) definita ponendo

1
L)”U\—_.—H 2 (,\(‘1')::1‘ i ([(:f:«l‘:“ per I]:l'.l.‘l....

L oL). Auche () & del

O

Sia ¢(x) lineare in ogni intervallo (

pari assolutamente continua.

Invece la y = F[¢(x)] non & funzione assolutamente continua della ..
Infatti, le sue variazioni corrispondenti ai segmentini in cui 1 intervallo
(0, 1) e diviso dal punti

1 1 | HER \ \
S5 2531 -» 5 hanno per souma '_‘(I*A—{— R e 1)—1:
la quale non solo non & limitata, ma anzi. per : =o0, ha oo come limite.

Quindi la y, pensata come funzione della 2, non & neanche a variazione
mitata

| Chimica. — Ricerche s stricnina e brucina ('). Nota di

R. Crusa L. VeccHiorTI, presentata dal Socio G. Cramician (%).

e es limostrato da uno di noi insieme con G. Scagliarini, per

z iel S S icetica dell’ isostricnina e successivo trat-

Alcoo i bromuro che cosi si forma, si ottiene una

sta 1.s0.N.B \ sta sostanza, in base ai risultati dell'analisi
1 al mod

assegnata la costituzione indicata dalla formula:
CO0C, H;

NH

lie espe . 4:. rma rgetto di questa Nota hanno confermato
che la sostanza C,; Hy3 O, N, Br, & bromidrato della base Cs3 Hes O, No Bry .
La sost 8 Cg3Has 0, N, Br,. sciolta in molta acqua a freddo, fornisce,
er aggiunta di am noniaca lilnita un precipitato bianco che, da prima amorfo,
liventa poi ecristallino: vato ¢ icqua e seccato su acido solforico nel

: B todi chimica generale della R. Universita di Bologna




