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Matematica. — 7rasformazione birazionale di una superficie
algebrica qualunque, in una priva di punti multipli. Nota del
Corrispondente FRANCESCO SEVERI.

Il problema di trasformare birazionalmente una superficie algebrica
qualunque F, in una priva di punti multipli, appartenente ad uno spazio
lineave S, ('), & stato oggetto di molte ricerche, tra le quali ricorderd quelle
di Noether, Del Pezzo, Kobb, Segre, B. Levi (), all’ultimo dei quali &
dovuta la completa dimostrazione della possibilita di tale trasformazione.

Poiché trattasi di una questione che costituisce il presupposto fonda-
mentale di quasi tutte le ricerche di geometria sopra una superficie alge-

(*) Problemi equivalenti a questo sono, com'® noto, quello di costruire una super-
ficie priva di punti multipli, di cui la data F possa considerarsi come proiezione (biuni-
voca), o quello di costruire una trasformata birazionale di F, che appartenga ad S, ed
abbia seltanto singolaritd ordinarie (linea doppia nodale e punti tripli su questa).

(*) Per le indicazioni bibliografiche rimando alla Memoria di Segre, Sulla scompo-
sigione dei punti singolari delle superficie algebriche [Annali di Matematica (2), 25,
18967, nonche ai successivi lavori di B. Levi, Sulla riduzione delle singolarita puntuali
delle superficie algebriche, ecc. [ibidem (2), 26, 18967; /ntorno alla composizione dei
punti generici delle linee singolari, ecc. [ibidem (3), 2, 18997; Risoluszione delle singo-
larita puntuali delle superficie (Atti della R. Acec. delle scienze di Torino, 33, 1897);
Sulla trasformazione dell’ intorno di un punto, ece. (ibidem, 85, 1899). La dimostrazione,
cui ho alluso nel testo, & contenuta nel terzo di questi lavori (ved. anche un riassunto
nei Comptes rendus, 134, 1902, pag. 222), sul fondamento delle precedenti ricerche di
Segre e degli ulteriori sviluppi dati dallo stesso Levi negli altri tre lavori.
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brica, e che ha inoltre un interesse innegabile anche dal punto di vista della
teoria delle funzioni analitiche ('), credo di far cosa utile esponendone qui
una risoluzione, che & di gran lunga pi semplice di quella conosciuta.

La mia dimostrazione si svolge fondandosi soltanto sul concetto di
composizione delle singolaritd, qual'@ precisato nella Memoria del Segre, e
sul fatto, ivi dimostrato, che le prime polari dei punti dello spazio Sy,
rispetto alla superficie F', contengono tutti i punti multipli, distinti ed infi-
nitamente vicini della F. La linea direttiva del procedimento ch'io seguo,
si pud indicare in poche parole; e, se non si fosse trattato di argomento
cosi delicato, che mi ha indotto ad approfondire anche le affermazioni di
carattere pil intuitivo (*), avrei potuto contenere questa Nota in limiti assai
piu ristretti.

11 concetto semplificatore & espresso sopratutto dalla proposizione che
una curva C, variabile con continuitd nello spazio, non pud abbassarsi di
genere, senza acquistare zxzovi punti multipli (lemma 3). Oltre a questo,
premetto altri due lemmi: I'uno afferma, in sostanza, che la varietd razionale
rappresentata nello spazio S; dal sistema di tutte le superficie d'ordine /
assal alto, che passano con molteplicitd convenient? per un dato gruppo
base G, di un numero finito di punti — a distanza finita o infinitesima tra
di loro — & priva di punti multipli (lemma «); e l'altro si riferisce alla
natura delle singolaritd che pud presentare la curva intersezione di due
superficie, le quali non abbiano alcuna linea multipla comune (lemma y).

La difficolta veramente essenziale, nella risoluzione delle singolaritd
di noa superficie, ¢ data dai punti multipli propr/, ciod da quei punti che
abbassano il genere delle sezioni piane (o iperpiane) per essi. I punti mul-
tipli impropii invece, come vedremo, si fanno sparire con relativa facilita,
mediante semplici considerazioni di geometria sopra una curva (G).

(*) Se F(z,y,s) =0 & I'equazione della superficie F, il teorema in questione per-
mette di affermare che le soluzioni dell’equazione precedente, nell’intorno di una solu-

zione qualsiasi (ro, Yo, %), possono rappresentarsi completamente mediante un numero

finito di sviluppi in serie di potenze di 2 parametri. Donde poi sezue (a causa dell'alge-
bricita) che tutte le soluzioni di F =0 sono rappresentabili con un numero finito di serie
siffatte. Delle singolarita di nna superficie analitica F = 0, nell’intorno di un suo punto
(ove la funzione F sia regolare), si & occupato recentemente G. Dumas (Comptes rendus,
151, 1911, pag. 682; 154, 1912, pag. 1495).

(%) Veggasi ad esempio 1'osservazione del n. 8!

(°) Questa distinzione, dei punti multipli di una superficie, in propri ed impropri,
corrisponde ad un concetto familiare nella ceometria sopra una superficie: quello ciot di
curve fondamentali proprie ed improprie di un sistema lineare di curve [Ved. p. es. En-
riques, /ntroduzione alla geometria sopra le superficie algebriche (Memorie dei XL (3),
10, 1896), n.8]. Dal punto di vista proiettivo, ho gia avuto occasione altra volta (Ren-
diconti del Circolo matematico di Palermo, 15, 1901) di occaparmi della cosa. Ma non
sembra che di tale distinzione, la quale parmi essenziale per la risoluzione delle singo-

larita delle superficie, si sia fatto uso sistematico nelle precedenti ricerche su questo
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Un punto multiplo proprio P, della superficie F' (che supponiamo in S;)
pud essev ovigine di una o pill successioni di punti multipli propr/ infini-
tamente vicini, variamente ramificate a partire da P,. Dicendo che i punti
Py, Py, ..., Py, consecutivi sopra un ramo di curva algebrica tracciato su F
e avente l'ovigine in P,, formano una successione di punti multipli propri,
intendo che alle curve sezioni di I colle superficie d'ordine / (conveniente-
mente alto) i successivi passaggi per i punti della successione, importino
sempre nuovi abbassamenti del genere.

A priord, naturalmente, non pud affermarsi che ogni successione di punti
multipli propri di F, abbia un termine (ng, quindi, che le successioni sieno
in numero finito). Il ragionamento della prima parte di questa Nota &
appunto diretto a provare, in sostanza, che ogni successione di punti mul-
tipli propri di F, & pur successione di punti base del sistema irriducibile |C/,
staccato su F dal sistema |A| delle prime polari dei punti dello spazio
(cosicché ne segue che le successioni son tutte finite ed in numero finito),
e da il modo per fare sparire di colpo tutti i punti multipli propri. Ed ecco
brevemente come:

Si consideri il sistema |A| staccato su F' dalle superficie @ di ordine /
dello spazio, che hanno il comportamento fissato dal lemma «) rispetto al
gruppo G dei punti base — distinti e infinitamente vicini — di |C|. Sia Q
un punto gualunque di F, a distanza finita o infinitesima da punti di G,
ma distinto da essi. Proviamo, anzitutto, che le A passanti per Q hanno /o
stesso genere della genervica A. Se, invero, il passaggio per Q abbassasse
il genere delle A, ogni A per Q acquisterebbe (lemma «), rispetto alla A
generica, qualche nuovo punto multiplo. Tenendo conto delle molteplicita
d’intersezione in ciascun punto comune alla A variabile e ad una A fissata
genericamente, e del fatto che A contiene ‘uf/7 i punti multipli di F, si
conclude che ogni nuovo punto multiplo, acquistato da A, assorbe qualcuna
delle intersezioni variabili semplici di A con A; cioé qualecuna delle inter-
sezioni variabili della superficie @, che stacca quella A, colla curva O
comune ad F' e a A, fuori delle linee multiple. Ma questo vuol dire che
Q ¢ un punto base di |C|, contro il supposto.

Ne deriva che, trasformando birazionalmente F in una superficie F'
di S,, mediante il sistema semplice oo™ |A|, la F’ viene ad esser priva di
punti multipli propri. Dopo cid, si considerino le forme H di S, soggette
alla condizione di staccare sopra un generico iperpiano, passante per ogni
punto comunque scelto su F', un'aggiunta [nel senso di Castelnuovo (*)] alla

argomento. Il concetto di punto multiplo isolato, non coincide infatti con quello di punto
multiplo proprio. Un punto multiplo isolato, che appartenga ad una linea multipla di
molteplicita inferiore, non & necessariamente proprio.

() Sui multipli di una serie lineare, ecc. (Rendiconti del Circolo matematico di
Palermo, 7, 1893).
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curva sezione A’ di P’ con quell iperpiano. Prendendo suﬂiciell‘t‘emente
alto Vordine / delle forme H, mediante considerazioni di geometria sopra
una curva (e tenendo conto. beninteso, che I non ha punti multipli propri),
si riesce a soddisfare con facilitd alle condizieni seguenti:

12) il sistema lineare completo |M|, contenente totalmente le sezioni
delle H* con F', stacca sulla generica sezione iperpiana A’ per un punto
qualunque di F', una serie lineave completa, priva di gruppi neutri (*);

22) i sistemi |[M| ed |N|=|M — A’| non hanno punti base;

3%) non esistono su F’ gruppi di punti, a distanza finita tra lovo,
che sieno neutri pel sistema M.

Si trasformi allora F' in una superficie F" di uno spazio S;, mediante
il sistema semplice oo® |M|. La trasformazione da F’ ad F" non introduce
curve fondamentali, per guisa che ad un punto P. comunqgue scelto su F',
risponde un numero finito di punti su F”. Sia P’ uno di questi; A’ una
generica sezione iperpiana per P, ed N una curva di |N| cke non passi
;e/‘ P. (Una tal curva esiste sempre, essendo soddisfatta la 2* condizione).
Alla curva composta A" -~ N risponde su F” una sezione iperpiana A" -4~ N’
riducibile; e la parte N — omologa di N —, essendo soddisfatta la 32 con-
dizione, non passa per P'. Quanto alla A” — omologa di A’ —, per la
1* condizione, essa non ha punti multipli; cosicché, complessivamente, la
A" -4 N’ passa per P’ con un punto semplice, e P’ & percid semplice anche
per F”. Si & cosi ottenuta una trasformata F” di F, priva di punti multipli.

I1 metodo esposto pud estendersi, senza gravi dificolta, anche alle varieta
superiori; ma di ¢id mi occuperd in un'altra Nota.

1. PROPOSIZIONI PRELIMINARL — Affinché il lettore possa subito seguire
la linea fondamentale del procedimento, senza essere fin dall’inizio distratto
dall'esame di questioni di dettaglio, premetterd 1'enunciato di aleuni lemmi,
riservandomi di dimostrarli alla fine.

«) Dato nello spazio un gruppo G di % punti P, , Py, ..., Py — a
distanza finita o infinitesima tra di loro (¥) — si posson sempre determinare
tali molteplicita s,,5:...., sz, da assegnarsi nei punti dati, che:

1°) le superficie d'ordine, assai alto, /(= L), passanti pei P; colle
molteplicita assegmate s;, mon posseggano di conseguenza altri punti base,
ed abbiano nei punti P; molteplicita effettive uguali alle assegnate;

2°) imponendo alle superficie suddette 1'ulteriore passaggio per un
punto gualungue Q — a distanza finita o infinitesima da punti di G —
non compaiano altri punti base, all’infuori dj Q,P,,..., Py, con ivi le mol-
teplicita effettive 1,s,,8:, ..., sx.

B) Una curva A variabile con continuita nello Spasio, non puo
abbassarsi di genere senza acquistare un nuovo punto multiplo.

(*) Cioe di gruppi che presentino una sola condizione alle M.

(*) E appena necessario di avvertire che un siffatto gruppo si assegna dando una curva
algebrica che contenga i punti P; (come semplici o multipli).
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B opportuno di chiarir subito che, quando parliamo di un zxovo punto
multiplo che la A deve acquistare, intendiamo non soltanto che questo punto
possa essere distinto dai limiti dei punti singolari variabili, o infinitamente
vicino ad uno di essi, ma che possa addirittura sovrapporsi ad uno di questi
limiti, il quale, in tal caso, viene ad aumentare di molteplicita.

Consideriamo, ad esempio, nello S,, la superficie F intersezione com-
pleta di due forme, che si tocchino in un punto P; e proiettiamo F sullo
spazio ordinario, da un punto O della retta che congiunge P con un punto
generico di F'. La proiezione F' di F verrd a possedere in P’, proiezione
di P, un punto triplo, che sard doppio per la linea doppia di F’, e tale,
inoltre, che una sezione piana di F, condotta per P’, avra il genere inferiore
di un'unitd rispetto al genere della sezione piana generica A. Orbene, se A
varia tendendo a passare per P’, due punti doppi di A tendono a P'; e
quando A viene a passare per P’, essa acquista un nuovo punto doppio, che
si sovrappone ai due precedenti, dando luogo, insieme con essi, al punto
triplo P’.

Insomma, se ogni punto s-plo di A si considera come « equivalente »

o s(s—1)

punti doppi, ¢id che aumenta & il numero complessivo dei punti

doppi equivalenti ai punti multipli di A.

y) Sia A la curva sezione di una superficie ¥ dello spazio, dotata
di singolarila qualunque, con una superficie @, la quale non contenga
aleuna linea multipla di ¥, né abbia con questa in comune alcuna linea
infinitesima (sSemplice o multipla): allora in o0gni Suo punto la A presenta
una molteplicita uquale al prodotlo delle molteplicita, ivi, di ¥ .®.

2. TRASFORMAZIONE DELLA SUPERFICIE F IN UNA PRIVA DI PUNTI
MULTIPLl PROPRI. — Consideriamo sulla nostra superficie F, dotata di sin-
golaritd arbitravie nello spazio ordinario, il sistema lineare irriducibile (') |C|
staccato. fuori delle linee multiple di F, dal sistema |A| delle prime polari
dei punti dello spazio; e indichiamo con G 1'insieme di tutti i punti sem-
plici e multipli, distinti e infinitamente vicini, eventualmente comuni alle C.
Si sottintende che, in G, ogni punto comune alle C viene contato una volta
sola, a prescindere dalla molteplicitd che in quel punto possiede la C va-
riabile.

Indicheremo inoltre genericamente con @ una superficie passante pei
punti del grnppo base G, colle molteplicita richieste dal lemma «); e quando
di questa superficie sia fissato 1'ordine /, la designeremo con @' Intende-
remo, inoltre, che sia sempre /=L -4 1, ove L & il limite a partire dal
quale le @' soddisfanno ad «).

Il sistema |®@!|, di tutte le @', stacca su F un sistema lineare sem-
plice o"|A|, che non ha altri punti base, all'infuori di quelli del gruppo G

(*) La irriducibilita di |C| apparisce subito, sotto la forma duale.
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(taluni dei quali, eventualmente, posson esser multipli per la A g‘enericfl).
Ci proponiamo di dimostrare che su F non esiste aleun punto Q, semplice
o multiplo, a distansa finita o infinitesima da punti del gruppo base G,
tale che le oo™ curve del sistema |A|, passanti per Q, abbiano tutle
genere inferiore rispetto a quello della generica A.

Suppongasi, se & possibile, che un tal punto Q esista: e dicansi A, , @,
rispettivamente le A, @ passanti per esso.

Allorché la @' vaviabile viene a passare per Q, la relativa curva A,
pel lemma 8). acquista (almeno) un nxzovo punto multiplo M: nuovo, rispetto
ai punti multipli fissi e ai limiti dei punti singolari variabili lungo le linee
multiple di F.

Domandiamoci anzitutto: dove pud cadere M? Suppongasi, dapprima,
che M sia variabile con A,. Allora, se M variasse coincidendo con (o con-
servandosi infinitamente vicino ad) un punto mobile lungo una linea multipla
effettiva di F, quando una A, passante pel punto generico R di questa linea,
divenisse una A,, si altererebbe la composisione della singolarita di A in R.
Invece, questo non pud accadere. Considerando infatti la curva A staccata
su F da una @' composta mediante una @' variabile ed un piano fisso m,
uscente da R, se @' va a passare per Q, e diviene @,/~!, la composizione
della singolarita di A in R non muta, giacché ®@,~' non passa per R
(lemma e).

Né pud darsi che M descriva una linea infinitesima appartenente all’in-
torno di un punto di G, perché, altrimenti, o la generica @ incontrerebbe
il luogo del punto M, che dsvrebbe esser multiplo per F (n. 7, oss. 29),
per lo meno in tanti punti variabili quanti son quelli in cui lo incontra la
@' (che e una particolare @'), e quindi M non sarebbe per A, un punto
multiplo essenzialmente nuovo; oppure il luogo di M sarebbe fondamentale
pel sistema delle @', e quindi contenuto in ogni ®,'. Cosiceche, in tal caso,
il sistema delle @,' verrebbe ad avere altri punti base (cfr. coll’'osservaz. 22,
del n. 7). oltre quelli assegnati; contrariamente al lemma «). Se, pertanto,
M é variabile, si muove di necessitd nell intorno di Q, che risulta allora
multiplo per F, in quanto ad esso suecede il punto M multiplo per F.

Se M resta fisso al variare di A,, esso si sovrapporra a Q o ad un
punto P di G. Proviamo, intanto, che questultima ipotesi & assurda. Invero.
la A, avrebbe in P un punto di molteplicita superiore a quella che ivi
presenta la generica A, e cid significherebbe [lemma y)] o che la @, ha in
P molteplicita superiore a quella della @' generica, oppure che ®,' ha in
comune con F una linea infinitesima dell'intorno di P: circostanze ambedue
incompatibili col lemma ).

Infine, se M & fisso e sovrapposto a Q, non pud darsi che Q — il quale,
si ricordi, & semplice per @, [lemma @)] — sia pur semplice per F, ché
altrimenti [lemma 7)] le F, @, avrebbero in comune anche 1’intorno di Q,
contrariamente ad «).
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Si conclude, pertanto, che il punto M coincide con Q, o si mantiene
nell'intorno di Q, che in ogni caso & muitiplo per F.

Si ricordi, ora, che la generica A contiene tutti i punti multipli, distinti
e infinitamente vicini, di I': e quindi anche i punti @, M. Cid posto, facciamo
variare una A, finché essa venga a passare per Q e divenga, cosi, una A, .
La curva A, viene allora a possedere un zuovo punto multiplo su A, é
s'accresce cosl il numero delle intersezioni di A, con A assorbite dai punti
multipli di A, ().

Tale accrescimento non pud che avvenire a scapito delle intersezioni
vaviabili semplici della A variabile con A, cioé delle intersezioni variabili
della superficie @' che stacca A, colla C segnata su F (fuori delle linee
multiple) da A. Siccome, infine, le nuove intersezioni semplici, assorbite dai
punti multipli di A,, sono andate a finire nell intorno di Q, si conclude
che @ appartiene a C. E poiche questo vale per la generica C, ne deriva
che Q & un punto base di |C|, contro il supposto. L'ipotesi iniziale che
le A, si abbassassero di genere, & pertanto assurda.

OssErvAzIONE. — Diciamo P, , P, , ..., Py una successione di punti infi-
nitamente vicini di G, avente 1'o7égéne in P,, e G il gruppo parziale co-
stituito da quei punti. Supponiamo, inoltre, che nell’intorno di Pj non si
trovino altri punti di G. Applicando allora il precedente ragionamento alle
superficie ¥’ d'ordine / assai alto, che passano con molteplicitd convenienti
pel gruppo G, si prova che la generica curva sezione di F con una ' per
un punto qualunque Q, dellintorno di 1° ordine di Py, ha lo stesso genere
della sezione di F con una generica ¥'. Cid significa che tuite le succes-
sioni di punii multipli propri della ¥, son contenute nel gruppo G: con-
formemente a quanto abbiamo enunciato nella prefazione. Quest’osservazione
non occorre affatto nel seguito; ma tuttavia abbiamo reputato opportuno di
farla, perche illumina maggiormente il nostro procedimento.

3. Si trasformi ora birazionalmente la superficie F in una superficie F'
dello S,, sulla quale le curve A’, omologhe delle A, sieno staccate dagli
iperpiani dello spazio. La F’ risultera allora priva di punti multipli propri,
e si potrd enunciare il teorema:

Una superficie algebrica qualunque, pud sempre trasformarsi birazio-
nalmente in wn'altra priva di punti multipli propri.

4. TRASFORMAZIONE BIRAZIONALE D'UNA SUPERFICIE ALGEBRICA IN UNA
AFFATTO PRIVA DI PUNTI MULTIPLI. — Continuando ad operare sulla super-
ficie F' ultimamente ottenuta in S,, consideriamo le forme H' d'ordine /
assai alto, ciascuna delle quali gode della proprietd di staccare sopra un

(*) Si tenga presente che la molteplicita d'intersezione di una superficie e di una
curva — che non stia né tutta né in parte sulla superficie — in ognuno dei punti distinti
e infinitamente vicini, ad esse comuni, si valuta come se i1 punti stessi fossero tutti distinti.
Ved. Segre, loc. cit.,, n. 5.
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iperpiano, condotto genericamente per ogni punto comungue scelto su F',
una forma aggiunta alla sezione A’ di F' con quell'iperpiano. Si possono
subito ottenere forme siffatte, p. es. nel modo seguente: Si proietti F’ da
un S,_; sopra un S, e si consideri il cono, di un certo ordine m , che dall'S,_,
proietta la prima polare di un punto generico di Sy, vispetto alla superficie
proiezione di F'. Aggregando a questo cono una forma qualunque di ordine
/—m, siavrd una forma d'ordine / soddisfacente alla richiesta condizione,
giacche tale forma passa, con molteplicitd s — 1 almeno, per ogni punto s-plo
di F', e guind? (*), di A’. Le H' formano un sistema lineare, perch? il fascio
individuato da due di esse appartiene tutto al loro sistema.

In forza di una proposizione da me altrove dimostrata (%), si pud sup-
porre, crescendo gquanto occorre /, che le H' stacchino, fuori delle interse-
zioni fisse, una serie lineare completa g,°, sulla generica sezione iperpiana A'.
Anzi, nulla vieta anche di supporre che questa serie sia priva di gruppi
neutri; bastando all'nopo di scegliere, p. es., / cosi grande che risulti » > 2p,
ove p & il genere di A’

Dicasi M la curva sezione di una generica H' con F’, fuori delle linee
multiple, ed [M| il sistema lineare completo individuato da M (%). 1l si-
stema |M]| stacea, sopra una qualunque sezione iperpiana irriducibile AR
una serie lineare che ha la dimensione s, perché il sistema residuo com-
pleto, IN| = |M — A’|, & indipendente dalla scelta della sezione iperpiana A'.

Dico che [M' non pud avere punti base. Se, invero, fosse P un punto
base di [M/, sulla generica sezione iperpiana A,’ per P, il sistema M
staccherebbe, fuori di P, una ¢,°, di ordine n' <. Ora, essendo 7 > 2p,
per la g, esistente su A’, si ha s=2z—p, donde segue s >n'—p. Ma
cid & assurdo, perché sulla A,", che ha lo stesso gewere p di A', si avrebbe
una serie ¢, speciale, di dimensione s > p. Risulta anche, da cid, che /M|
stacca sulla sezione di F’. con un iperpiano condotto genericamente per un
punto qualunque di F', una serie completa priva di gruppi neutri (2 > 2p);
mentre prima questo fatto si poteva affermare soltanto in relazione alla
generica A'.

Le stesse considerazioni svolte pel sistema |M] . si possono ripetere per [N|.
Aumentando, se occorre, /, si pud ottenere che |N stacchi nella generica A’

(*) Ved. I'Osservazione del n. 8,

(*) Bertini e Severi, Osservazioni sul Restsatz per una curva iperspaziale (Atti
della R. Accad. delle scienze di Torino, 43, 1908); n. 1 della mia lettera al prof. Bertini.
completo di curve sopra una superficie,
e l'unicita del sistema lineare completo determinato da una curva. Com’e ben noto, cid
pud stabilirsi per via del tutto elementare, come ha fatto Enriques, indipendentemente
dalla risoluzione delle singolarita, P

(*) Qui occorre il concefto di sistema lineare

otremmo anche dimostrare, senza far uso della riso-
ema completo |M| coincide con quello staceato su F

luzione delle singolarita, che il sist
dalle H: ma cid & superfluo,
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una serie lineare completa g,® con » >>2p. Si trara allora, come prima,
la conclusione che |N| non ha punti base su F'.

I poi superfluo di aggiungeve che tanto [M| quanto |N| si posson sup-
porre semplici. Quanto ad |M/, si osserverd, inoltre, che esso non pud possedere
gruppi neutri, costituiti da punti a distanza finita tra loro.

Se infatti sono P e Q due punti di F' a distansa finita tra loro, una
generica N, insieme con una sezione iperpiana per P e non per Q, da appunto
una M che passa per P e non per Q.

Trasformiamo birazionalmente F’, mediante il sistema semplice |M|, in
una superficie B di uno spazio S;, sulla quale gli iperpiani stacchino le
curve M', omologhe delle M.

Poiché |M| non ha punti-base, la trasformazione da F’ ad F’ non in-
trodurrd curve fondamentali, sicché ad ogui punto P di B non corrisponde
se non un numero finito di punti di F”. Sia P’ uno di questi. Si consideri
una N che non passi per P: il che & sempre possibile, giacché |N| non ha
punti-base. Dal momento che su F' non esistono punti associati a P rispetto
ad (M|, a distanza finita da P, la curva N’, omologa di N, non passerd
per P'. Diciamo ora A, una generica sezione iperpiana di F', per P; ed A,”
la curva, priva di punti mullipli, omologa di A, su F”. Alla particolare M,
costituita da A," e da N, risponde su F” una sezioue iperpiana A,” + N’,
che passa per P’ con un punto semplice (giacché tal punto giace necessa-
riamente su A,” e non su N’).

Dunque P’, che & poi un qualunque punto di F”, & semplice anche
per la superficie. E si conclude che:

Ogni superficie algebrica pud trasformarsi birasionalmente in un’allra
affatto priva di punti mullipli.

5. DiMOSTRAZIONE DEL LEMMA «). — Il dato gruppo-base G, cui si
allude nell'enunciato del lemma, si potra scindere anzitutto in gruppi par-
ziali G,, G, ..., costituiti ciascuno da una successione di punti apparte-
nenti ad un medesimo ramo di curva algebrica. Si sottintende che due di
questi gruppi parziali potranno avere in comune 1'origine (dei relativi rami)
ed anche alcuni dei punti consecutivi; cosicché, nel gruppo G, G, -,
qualche punto di G potrd esser ripetuto pin volte.

E chiaro che, quando il lemma sia dimostrato per questi gruppi par-
ziali, se ne potrd agevolmente dedurre la sua validith anche per G. Se,
invero, in relazione al gruppo Gj; il lemma & soddisfatto dalle superficie
d'ordine /= L;, passanti pei punti di G; con molteplicitd effettive conve-
nienti, profittando delle superficie d'ordine = L;, composte mediante super-

J
ficie degli ordini L,, Lo, ..., passanti nel modo debito rispettivamente per
Gy, Gs,..., si verifica subito il lemma «) in relazione al gruppo dato G.
Le molteplicitd da assegnavsi per le superficie d’ordine / = = L;. nei punti
J

RexniconTr. 1914, Vol. XXIII, 2° Sem. 70
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di G, sono precisamente quelle che ivi presentano le suddette superficie
spezzate.

Possiamo dunque limitarei al caso in cui il gruppo dato G & costituito
dai punti P,, Py, ..., Py consecutivi sopra uz ramo di curva algebrica, col-
I'origine in P,.

Si operi una trasformazione birazionale dello spazio S in una varietd
razionale normale a tre dimensioni §', riferendo proiettivamente le quadriche
per P, agl'iperpiani di uno spazio ad otto dimensioni. Sulla 8, che & priva
di punti multipli, si avrd una superficie fondamentale sz;," (un piano), corri-
spondente a P, ed i punti P, , ..., Py’ — dei quali almeno il primo su 7r," —
omologhi di Py, ..., Px. Si trasformi similmente S’ in una varietd razionale
normale, 8", priva di punti multipli, mediante le quadriche (dello spazio Sg)
passanti per P,'. Sopra S" si avrd una superficie 77,"” omologa di 77,’, un'altra 7ry"
omologa di P," (e appoggiata a m,"" secondo una retta), ed infine i punti
P", ..., Py — dei quali almeno Py"” su @, — corrispondenti a Py, ..., Py

Si prosegua cosi, fino a che si arrivi ad una varietd razionale normale,
S®, priva di punti multipli, sulla quale si abbiano le superficie razionali
m®  m® ., m™® | imagini dei punti P, , Py, ..., P, di S. Questi puntie
superficie son evidentemente i soli elementi fondamentali nella corrispon-
denza birazionale tra S ed S® (e tra S® ed ).

Alle sezioni iperpiane di S®, rispondono in S le superficie @, di un
certo ordine L, passanti pei P; con certe molteplicita effettive s;, e non
aventi altri punti-base. Le @ — diciamole ®, — uscenti da un qualsiasi
punto Q di S, a distanza finita o infinitesima dai P;, non hanno in con-
seguenza in comune né una curva né una superficie fissa, che sarebbe fon-
damentale per la trasformazione tra S ed S®. Ad esse rispondono le sezioni
iperpiane di S, passanti per un punto semplice ben determinato Q™.
Poiche una generica di queste sezioni non contiene alcuna delle superficie 7r;%,
ad essa risponderd una @, non avente nei P; molteplicitd superiori alle s;.
Draltra parte & poi chiaro che la @, , corrispondente ad una sezione iperpiana
non tangente ad S in Q®, ha in Q un punto semplice.

Profittando delle superficie d’ordine L 41 spezzate ciascuna in una
delle suddette @ ed in un piano di S, si verifica subito che il lemma @)
¢ anche vero per le superficie d'ordine L+ 1; e cosi di seguito.

6. DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA g). — Quando la curva A varia con
continuitd nello spazio, tendendo ad una posizione limite A,, dello stesso
ordine n di A, la congruenza I'; delle corde di A, fa certamente parte
della congruenza limite di quella, I', constituita dalle corde di A. Al pin,
potra darsi che, per ottenere la congruenza limite, occorra aggiungere a I’y
una o pil congruenze di rette, che pii mon sieno corde (né proprie né im-

proprie) di A,. Comunque sia, 'ordine 4, della I’y risulta non superiore
all'ordine & di I
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Ricorrendo ad una proiezione delle A, A, da un punto generico dello
spazio, sopra un piano, si ottengono i loro generi Pspo-

_(B=1)(n—2) (n—1) (n—2)

» 2ﬁ'—t—h 5 7)0=—2—-—z0—710,

ove z , 7, sono gli « equivalenti », in punti doppi, dei punti multipli di A , A,

s(s—1)
2

(assunti punti doppi come equivalenti di ogzi punto s-plo). Poiché

la proiezione A, di A, ha come punti multipli per lo meno i limiti dei
punti multipli di A’ proiezione di A, cosi risulta

e =ho+20 5 Bo=h . Bo=p.

E siccome, inoltre, h+7 + p = hy+ v, + p, , s€ po<p, sard z,>7,
che & quanto si voleva provare.

OSSERVAZIONE. — Il teorema reciproco di §) non ¢ vero; ma si pud
affermare, tuttavia, in base alle relazioni precedenti, che, se aumenta il nu-
mero dei punti multipli della A variabile, diminuisce o il genere di A
0 ¢l nwmero de’ suoi punti doppi apparenti (o ambedue questi caratleri).
Per avere un esempio del caso in cui aumenta il numero dei punti multipli
di A, senza che tuttavia si abbassi il genere della curva, consideriamo il
sistema continuo di curve A ottenute, in S;, proiettando da un punto ge-
nerico O, di Sy, un fascio di sezioni iperpiane di una superficie F di S,,
avente un punto doppio improprio (isolato). La A,, proiezione della sezione
che passa pel punto doppio improprio, possiede un nuovo punto doppio P,
(rispetto alla generica A), e tuttavia ha lo stesso genere di A . Nel passaggio
da A ad A,, la congruenza delle corde di A si spezza nella congruenza
delle corde di A, e nella stella (P,).

7. DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA y). — Il fatto enunciato & ben noto e
d’immediata dimostrazione (!) pei punti multipli distinti di A o pei punti
semplici a distanza finita dai punti multipli. Bastera dunque stabilire il
teorema per una successione P, ,P,,..,P; di punti di A, consecutivi
sopra un ramo della curva, avente l'origine in P, .

Si eseguisca una prima trasformazione quadratica dello spazio, col punto
fondamentale isolato in P, e che sia, pel resto, generica. Alla superficie @
risponde una superficie @', che, per ipotesi, non contiene alcuna parte della
curva p,’, corrispondente a P,, sulla superficie trasformata F'. La @' passa
inoltre pel punto P'; di p,’, omologo di P, e il cono tangente a @' in P,
non contiene, per ipotesi, alcuna parte del cono ivi tangente ad F'; sicché

(!) Basta riferirsi alle sezioni di F, % con un iperpiano generico pel punto considerato.
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delle molteplicitd che ivi hanno F', @', Cid significa, in altri termini, che Py
ha per A, molteplicith uguale al prodotto delle molteplicita ivi di F', @ . Si
eseguisca ora un'altra trasformazione guadratica di F’', pomendo in Py’ il

la curva A, corrispondente ad A, ha in P," molteplicitd uguale al prodotto

punto fondamentale isolato: se ne dedwrd il fatto enunciato pel punto
successivo Py di A; e cosl proseguendo.

OsservazioNe 1%, — Il teorema dimostrato vale anche per la curva
comune ad una superficie F di uno spazio S, e ad una forma @ dello stesso
spazio. Il ragionamento & identico, salvo le parole.

OssErvazIONE 2. — Quando si considera sopra una superficie F' un
numere finzto di punti, semplici o multipli, P,, Py, ..., Px, consecutivi
sopra un ramo di curva algebrica coll'origine in P,, usando, come prima,
di una successione di trasformazioni quadratiche, si possono sciogliere gli
ordine) di quei punti in altrettante curve effettive distinte
(irriducibili o no) della superficie trasformata F. B appunto questa possi-
bilita che ci permette di considerare senz'altro, sulla F' primitiva, come al-
trettante curve gl'intorni dei punti dati.

intorni (di 1°

E lecito pertanto di affermare, ad es., che la generica curva A di un
sistema lineare [A|. tracciato su F, non pud possedere un punto multiplo va-
riabile lungo una linea infinitesima semplice della superficie, intorno ad un
punto (base per [A[) semplice o multiplo per F (}).

Cosi pure, se la generica A non ha intersezioni variabili con una linea
infinitesima situata nell'intorno di un punto-base del sistema, questa linea
si potra trattare esattamente, come se fosse un'effettiva curva fondamentale
di [Al.

Queste osservazioni ci sono occorse nella dimostrazione del n. 2.

8. OsservazioNe. — Nella dimostrazione del n. 4 abbiamo affermato
che ogni punto s-plo per la sezione C di una superficie @ dello S, (r = 3),
con un iperpiano condollo genericamente da un punto qualunque P di @,
¢ pure s-plo per la superficie (*). Crediamo che nessun lettore eleverebbe
dubbi su quest'affermazione, anche se non ¢’ intrattenessimo a giustificarla;
tanto piu, dopo la dimostrazione del lemma y)- Tuttavia, ad abundantiom,
diamo gui la dimostrazione del fatto asserito.

Y e 3 - : - .
(*) Pit in generale, il noto teorema « Una curva A variabile entro un sistema lineare
sopra una Super|

cie algebrica F, non puo aver puntt multipli variabili in punti sem-
plici dv Fn (cfr. p. es. Enriques, loc. cit., n. 5), vale anche pei punti semplici di F situati
a distanza infinitesima da punti o lince maultiple della superficie. Il ragionamento consueto
si riferisce, & vero, a punti semplici a distanza finita da punti multipli di F; ma noi
possiamo ridurci a questo caso, assoggettando la data superficie alle trasformazioni indi-
cate ai nn. 2 e 4; giacche ognuna di queste trasformazioni non muta mai una curva della
superficie su cui si opera, in un punto della superficie trasformata.

(*) Nel n. 4 la superficie considerata si chiamava F’ ed A’, la sua sezione ipcrpiana.

Qui, per comoditd, abbiamo adottato notazioni nuove senza apici.







