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Matematica. — Swlle funsioni iperellittiche singolari. Nota
di G. Scorza, presentata dal Corrisp. G. CASTELNUOVO.

Chiunque conosca la teoria delle funzioni iperellittiche singolari a due
variabili sa che in essa compie un ufficio essenziale la considerazione di un
certo invariante introdotto dal sig. Humbert nella prima (') delle tre Me-
morie che egli ha dedicate allo studio di quelle funzioni. E la proprieta
fondamentale di cui gode codesto invariante, stabilita pure dallo stesso scien-
ziato, consiste nel fatto che, a seconda del segno attribuitogli per definizione,
esso @ un numero (intero) essenzialmente positivo o essenzialmente negativo.

Gli studi del sig. Humbert, che conducono a questa proposizione, per
quanto spontanei nel concetto direttivo, sono tutt'altro che immediati nel loro
sviluppo; e d'altra parte il punto di vista, dal quale egli si pone, non &
il pit adatto a mostrare il vero significato e la grande importanza delle
suc considerazioni.

Spetta ai sigg. Bagnera e De Franchis il merito di aver messo nella
luce migliore la nozione di invariante introdotta dal sig. Humbert; ma la
semplice dimostrazione del teorema del sig. Humbert, che essi danno inci-
dentalmente nel n. 8 della loro Memoria sul numero ¢ di Picard (%), & con-
dotta sulla stessa linea direttiva di quella originale, e quindi lascia anche
essa il desiderio di trovarne una che penetri piu addentro nell’ intimo fon-
damento di quel teorema.

Infine vi & da osservare che la conoscenza di una tal dimostrazione si
rivela assolutamente necessaria quando si ponga il problema di costruire
una teoria delle funzioni abeliane singolari a un numero qualunque di va-
riabili indipendenti.

E appunto questa la ragione principale che c¢i ha mossi a ritrovare il
teorema del sig. Humbert per una via piu adatta alla generalizzazione; e
quella che qui esponiamo sembra che nulla lasci a desiderare anche dal
lato della perspicuita e dell’eleganza. Faremo vedere infatti che quando si
sia data una conveniente interpretazione geometrica del teorema di esistenza
delle funzioni iperellittiche a due variabili, la proposizione in discorso si
riduce al fatto semplicissimo che una retta (reale), la quale passi per un
punto interno a una gquadrica (a punti ellittici), ha sempre con essa due
punti (reali) a comune.

(*) Humbert, Sur les fonctions abéliennes singulizres (Journal de Mathématiques,
an. 1899).

(*) Bagnera e De Franchis, Le nombre o de M. Picard ecc. (Rendic. del Cire. Mat.
di Palermo, t. 30).
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la tabella dei quattro perviodi fondamentali di un corpo di funzioni iperel-
littiche a due argomenti e pongasi

0y = Gy + Zﬂr e ) = “r’ —|— lﬂrl (7‘ =1,2,3, 4).

con le «,#,a e " reali.
Allora esistono. come & ben noto, dei numeri interi

Crs (r,s=1,2,3,4)

soddisfacenti alla condizione
Crs+ er =10

pei quali si ha, nel tempo stesso,
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(1) \_ Crs Wy 0y =0
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e
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0 = C12C34 - C13 Ca2 —+ ciicasy
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Vogliamo dare delle (1) e (2) un’ interpretazione geometrica, la quale.
oltre ad essere interessante per sé stessa, ci dard poi come immediata con-
seguenza il teorema del sig. Humbert.
[ndicando con w,  w, le quantitd complesse coniugate a w, e @, ri-
spettivamente, & chiaro intanto che si ha:

), Wy W3 Wy

’ 4 ’
W, @, 03 O

A 1
4|0, w, w3 oy
= o= '
"’l wg (1)3 (”4
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e quindi, chiamando D il determinante che compare nel 2° membro di
questa uguaglianza, la (2) si muta nella d seguaglianza

(2) oD >

us

Adesso concepiamo le w, e le w,’ come le coordinate proiettive omo-

genee di due punti (imaginari) 2 ¢ @' di uno spazio reale a tre dimensioni,
e indichiamo con vy, (j, k=12 d,4) le solite coordinate plickeriane
della retta =22 Poi diciamo 2 ¢ @ j puntl (imaginari) coniugati a
Qe Q

rispettivamente, e p;. la

Le jk Saranno le coordina pluckeriane Ai(‘”ﬂ retta p=0292'

juantitd complessa coningata a oy .

, 0 81
avra

8 Vye 1~ )y Vys

Ne Ne usa ne geom etta, poniamo in generale
(aa) L
\ )
1noitre poniamo
= =1 283 dq)
le (1) e (2 otranno se S
(3)
1\
<)
P
£0lche 0
L ] . .
lindi sono dej pum © denominazioni, con le ¢, e
= i ¢l Dumer) 0 3 - A
sguaclianza tla (3) sussistera anche la
()
[n 11’4.‘1]
Haicando con p
0000 che il ¢omplass di retta, le (3) e (5) espl‘j»
: tato dall'equazione
ntlene | te »
‘ © dalla (4) risulta che
sono due rette imaginarie ;

<" Specie,
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I complessi lineari passanti per » e ¥ costituiscono un sistema li-
noare oo ®; quindi possono rappresentarsi (omograficamente) sui punti di
uno spazio a tre dimensjoni S,, e la rappresentazione pud supporsi fatta in
tal modo che i complessi reali del sistema oo ® abbiano per imagini 1 punti
veali dell’ S, .

In questo S, i punti imagini dei complessi lineari speciali apparte-
nenti al sistema saranno quelli di una quadrica reale Q con infiniti punti
veali, che fornird pure un'imagine della congruenza lineare avente per di-
retrici le rette » e ». Poich® questa congruenza & a direttrici imaginarie
coniugate di 2* specie, la quadrica @ @ irriducibile ed & a punti ellittici.

Segue che Q divide la totalitd dei punti reali di S, che non le ap-
partengono, in una totalit di punti interni e in una totalita di punti
esterni.

Ebbene la diseguaglianza (4) esprime allora che: 4/ punto reale T,
rispondente mel nostro S; al complesso lineare rappresentato dall’equazione

o d (7]))=0,

¢ precisamente un punto inlerno a Q.
Diciamo infatti

(ap)=0

I'equazione di un qualsiasi complesso lineare reale passante per » e v, per
modo che i numeri (reali) aj possono concepirsi come coordinate (sovrab-
bondanti) di punto (reale) nel nostro solito S;.

Poiche
(vv) =0,
1’espressione
(aa) (v0)
non pud annullarsi che per
(aa)=0;

e quindi non pud annullarsi che per i punti dell' S, appartenenti alla qua-
drica Q. Segue che essa deve avere un segno costante per i punti reali
interni a @Q, e il segno contrario per quelli che sono reali ed esterni a Q:
e quindi sara provato il nostro assunto se riusciamo a far vedere che pei
punti esterni essa & negativa.

= Nello spazio (z, @s 25 2.) dei punti 9,2 2,9 eseguiamo la trasfor-
mazione (reale) di coordinate rappresentata dalle formule

zi= X, + 8% + X+ £X, (j=1,2,3,4);
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il modulo della trasformazione &

o lo nuove coordinate dei punti £ e £’ saranno rispettivamente (1,#,0,0)
e (0,0,1,1).

Chiamiamo Vi e f’»,-k le nuove coordinate delle rette v e », @ Ajp 1
coefficienti della nuova equazione del complesso

((l])) =1
Sara
S 7 Sl e
AN = D (vo),
e o
\:\A) == 4 (aa),
quindi

(uu)u‘z"'=tAA)(V‘-'):

e allora per decidere del segno di (aa) (»v) per i punti interni ed esterni
a Q, basterd decidere del segno di (AA)(VV).

Fra i complessi reali del nostro sistema oo® quelli che contengono la
retta (reale) @ appartengono a una rete: tale rete contiene il complesso
lineare speciale di asse 28, e ogni suo faseio a cui appartenga quest'ul-
timo contiene due complessi lineari speciali che vengono a raccogliersi in
esso. Cid significa che la rete ha per imagine nell'S; rappresentativo un
piano tangente alla quadrica Q, ossia che ogni suo complesso reale diverso
da quello speciale di asse 22 ha per imagine un punto (reale) esterno a Q.

Nelle nuove coordinate di retta Pjx. I'equazione di questa rete &

APy, —+ uPy 4 vPys — uP; — 9P, =
quindi per il suo complesso generico 1'espressione (A A) & data da

— (u* 42,
D’'altro canto

‘V\—;’)=4,

dunque (AA)(V \7) per p, v reali e non entrambi nulli &, come volevasi,
negativa. e
2. E ora supponiamo che

W, W, W3 O,

(II)

' ’ ’
, W, [0 W,
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sia la tabella dei periodi fondamentali di un corpo di funzioni iperellittiche
semplicemente singolare: allora fra i suoi elementi debbono passare due e
due sole relazioni bilineari distinte del solito tipo di Riemann.
Siano queste le due relazioni

A=3¢,0,0,=0,
— ’ U
=3¢ wow,0,=0,

ove le ¢, e le ¢y, sono numeri interi soddisfacenti alle condizioni
Cram=C— 0 e el =1 (el =101,
Indicando con z e y due numeri interi qualunque, fra le @ e ' pas-
seranno tutte le relazioni del /fascio
(7) zA +yB =0,

e l'invariante di questo fascio &, coi nostri simboli,

d(ce) (c'c") — (cc)?,
0, cid0 che fa lo stesso,

d(yy) (V'Y) — (v,
se, come prima,

_Aee)
IS RIS '
e
V'jk = )(c',c')
A jk

Il teorema del sig. Humbert consiste nell’affermazione che é sempre
4(ry) (r'y) — (7 <0.

Per dimostrarlo, si introducano come prima le rette » e » e il sistema
lineare dei complessi che le contengono. Corrispondentemente al fascio (7),
in questo sistema apparisce un fascio di complessi lineari rappresentato
dall’equazione
(8) x(yp) +y('p) =0,

nella quale, se si vogliono tutti i complessi del fascio, bisogna supporre di
lasciar variare i parametri omogenei z e y in modo arbitrario.

Allora dimostrare il teorema del sig. Humbert equivale a _dimostrare
che questo fascio contiene necessariamente due complessi lineari fspeciali

reali distinti.
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Ora ci0 & evidente, poiche per ipotesi nel fascio di relazioni (7) deve
esisterne almeno una che soddisfaccia alla diseguaglianza che assicura la
esistenza di un corpo di funzioni abeliane con la tabella (II) di periodi
fondamentali; e quindi se nell’ S, rappresentativo dei complessi lineari pas-
santi per » e ». si considera la quadrica Q imagine della congruenza avente
per direttrici » e », il fascio (8) & rappresentato da una rvetta reale che
contiene un punto reale interno a Q: ciod da una retta che taglia Q in
due punti reali distinti.

Matematica. — Sul problema degli soperimetri. Nota II di
LieoNipA ToNELLI, presentata dal Socio S. PINCHERLE.

In woa Nota, dal medesimo titolo della presente, inserita in questi
stessi Rendiconti ('), e in un'altra successiva. apparsa in quelli del Circolo
matematico di Palermo (). studiai il problema degli isoperimetri, nei suoi
due classici aspetti. con un metodo diretto, fondato sulla semicontinuita
degli integrali 7egolars. 1 risultati cui giunsi possono riunirsi in altro, ben
Piu generale. il quale ammette, a sua volta. una estensione relativamente
a problemi di solito non considerati nella teoria degli isopermmetri, pur
Presentando un interesse indiscutibile.

Omettendo le dimostrazioni, che mi riservo di dare in un lavoro di
indole assai complessa che ho in preparazione. mi permetto di esporre qui
le proposizioni alie quali sono pervenuto.

1. Consideriamo i due integrali

I = [G(,r._«/_;:"y‘/

JC

A

Jo= | 1/(z.y) Glil'.\//.J'.y')—j—)hl’.y] .:."—f—N(.l‘,y)_z/'}a'S‘

dove: 1°) G & una funzione finita e continua. insieme con le sue derivate
parziali dej primi tre ordini. per tutti i punti (z.y) di un campo A (il
quale dovra contenere tutti i suor punti limiti, ad eccezione di quelli che
eventualmente fossero all' innfiito) e per ogni coppia (z',7') di numeri finiti
10D contemporaneamente nulli: 2°) /+»M,N sono funzioni finite e continue

In tutto il detto campo A: 3°) ¢ & llna curva continua rettificabile, appar-
tenente ad A.

Se, in tullo il camig A " ofgnuna delle coppie (z'. y') Sopra
mgu_:_lr’/,w/«’g_ ¢

v ; G, Gy y
Ul“/. . ,r = J{ x . Ta id 7({;,[,,7
7'

(') 1° sem. 1913.

() Sui problemi isoperimetrici, 1.,m. XXXVI (1918, 90 sem.)




