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Matematica. — Alcune questioni di geometria. sopra una
curva algebrica. Nota I di RugeiERO TORELLI, presentata dal Socio
E. BERTINI.

..-,.-..,.«»

In questo lavoro, dopo avere brevemente ricordata la rappresentazione
analitica di una corrispondenza algebrica fra due curve {(§ 1), serivo certe
relazioni cui soddisfano i periodi normali degli integrali normali di prima
specie relativi a due curve C,C, di genere p, allorquando esse sono bira-
zionale identiche (teorema I); e mostro poi come parte di queste relazioni
siano sufficienti per dedurre 1’identita birazionale di C, Gp!(teorema 11).4Cid
getta qualche luce sulle incognite relazioni di Riemann che legano i periodi
normali relativi a una curva.

Enuncio poi una condizione necessaria e sufficiente, relativa sempre ai
periodi di C, C,, perché queste due curve abbiano la stessa varietd di
Jacobi (teorema III); e c¢id mi da occasione di ritrovare un teorema del
Severi in proposito.

Per esporre gli altri risultati, prometto qualche spiegazione.

A) Siano VP,VP le varieta delle g-ple di punti di due curve Cp Cp
(¢ = p). Dicendo cid, intendiamo che siano state fissate le corrispondenze
fra i punti di V, V. e le o-ple di punti d1 Cp Cy; e che, se'Cp & sovrap-
posta a C,, sia V, sovrapposta a V., e le due dette corrispondenze coin-
cidano.

Se fra C, Ep intercede una corrispondenza biunivoca, questa fa corri-
spondere biunivocamente le o-ple di punti di Cp a quelle di Cp, inducendo
cosi una ben determinata corrispondenza biunivoca fra Vo V‘:‘ Quest'ultima,
e quelle da essa dedotte moltiplicandola per trasformazioni ordinarie (*)
in s¢ di V, \79, si diranno associate alla data corrispondenza biunivoca fra
le due curve.

B) Consideriamo nella varieta di Jacobi V,, relativa a nna curva
C,, la varieth oof imagine delle p-ple i punti di G, con p—2 punti fissi
arbitrari. Applicando a tal varietd tutte le trasformazioni ordinarie di V,
in s¢, si hanno oo? varietd che chiameremo brevemente varieta We. Le We

(*) Una corrispondenza biunivoca fra le g-ple di punti di una curva Cp di .genere
p =0 si dice ordinaria di 1* 0 28 specie, quando la differenza o la som‘mé di g-.ple
Se o =p — 1, ovvero sé Cp ¢ iperellittica, eslst.e

) iperellitticu, non esi-

omologhe varia in una serie lineare.
sep<p—1le Cp non &

una corr. ordinaria (che & di 2° specie);
stono corr. ordinarie.
Una corr. non ordinaria dicesi singolare.
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costituiscono wn sistema oo? se o==p — 1, ovvero se C, & iperellittica;
due sistemi oo? negli altri casi.

C) Entro una varietd Vy chiameremo carattere d'immersione di una
Vi, il numero dei punti comuni ad essa e a &4— 1 varietd canoniche. Il
carattere d'immersione delle V,—, di un sistema continuo si calcola facil-
mente mediante gli ¢nvarianti 2, (grado del sistema canonico) delle V,_,
stesse e delle varietd comuni a 2, a 3,..., a 4 delle V,_, (per un gruppo
di » punti si assume R, =n: per una curva di genere p si assume 2, =
=2p —2) (V).

Cid posto, nel § 5 io dimostro il seguente

TeoreMA IV. — Nella varieta jacobiana V, di una curva C, st
abbia una varieta V, bir. identica alla varieta delle o-ple di pumti di
un’altra curva C,, e tale che nessun integrale di 1* specie di V, resti
costante su di essa. Se le W,_, di V, segano su tal V, varieta aventi il
carattere di immersione

g_f)

;) (p—e— 1 X

}/i (2p—o0—2— ,”5)(

X(p—D(p—2)...(p— %),
allora le curve C, C,
Da questo teorema seguono subito gli altri due:

sono bir. identiche, e la V. é una varieta W,.

TeoREMA V. — Se fra le varieta di Jacobi V,V, di due curve
intercede una corrispondente biunivoca che muli una W, di V, in

CP (‘/
una W, di V,., tal corrispondensa ¢ associata a una corrispondensa bi-
univoca fra C,C, (%)

Teorema VI. — "Se fra le varieta delle o-ple di punti di due

curve Cp Cp (0 < p) intercede una corrispondenza biunivoca, questo ¢ as-
sociata a una corrispondensa biunivoca fra C,C,.

1 N1 1) (£3} (k . s = : . .
() Chiamando 25’ 25" ... 207 i detti invarianti &2, (talche 2% & il grado delle

Vi—1), si ba per es.:

- . 1) (2
per k=2: car. immers. = &; — 2 ;

o . a) (2 e (a
per k—3: car. immers. = 25’ — 282, . + 3% A

e si calcola subito, per induzione. la formula generale.

(%) Nel caso o =p — 1, questo teorema & stato recentemente dimostrato dal Comes-
satti [Atti Accad. Torino, vol. 50, 1914-15]; e allora pud anche (come lo stesso Comes-
satti avverte) dedursi immediatamente dal mio teorema ricordato al principio del n. 7.
Basta osservare che alla curva di V’,,‘ imagine delle p-ple di punti di C; con p—1
punti fissi arbitrari, la corrispondenza di cui parla 1'enunciato del teorema V (postovi
¢ =p —1) fa corrispondere una curva di V, che incontra in p punti le W,_,; e appli-
care il mio ricordato teorema.

Quest’ultimo ¢ poi essenziale anche per la dimostrazione del teorema V.
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Da questi due teoremi, supponendo che le curve C, C, siano sovrap-
poste, segue che
Se la varieta jacobiana di una curva C, possiede una .irasforma-
sione singolare che muti in sé la totalita delle Wy, tal trasformazione
¢ associata a una trasformasione birazionale singolare (') di Cp in sé.
Se la varieta delle o-ple di punti di una curva C, possiede una
trasformasione singolare in seé, questa ¢ associala a una trasformazione
birazionale singolare in sé di Cp.

§ 1. — RAPPRESENTAZIONE ANALITICA
DI UNA CORRISPONDENZA ALGEBRICA FRA DUE CURVE.

1. Sia C, una curva di genere p; y un suo punto variabile. Possiamo:
rappresentare i punti y mediante i punti di una ciambella con p buchi R:
siano A;B; (1=1,2,..,p) le p retrosezioni su R; vi(y) i p integrali
normali di 18 specie; i il periodo di wi(y) lungo By (7w = xi)- Osser-
viamo subito che, data C,, la corrispondenza fra i suoi punti e quelli di R
non & determinata in modo unico; neé, per conseguenza, sono determinati
univocamente gli 1 p(p + 1) numeri zj. 11 sistema dei z; si dird breve-
mente un sistema di periodi mormali di Cp.

Sia poi C, un'altra curva di genere p; x un suo punto variabile;
R, A;Bi, w(z), a enti analoghi ai precedenti, e relativi a Cp .

Supponiamo che tra C, C, interceda una corrispondenza (z») che, pen-
sata come operazione che porta da un punto di Cp a n punti di Cp, chia—
meremo S; sia y'y”...y" il gruppo degli omologhi del punto z di Cp.
Allora si hanno le classiche p relazioni di Hurwitz

1) o)+ F oy = z roni wi (%) - 7ox (k=1,2,.. 0 ()

dove le 7y sono costanti e le 7wy verificano le eguaglianze

T = I - :‘_ Qit Tri
(2) s ;
( }_”kidiz=Hm+Z_Gil"’dv

\

gli 2 g HG essendo numeri interi (infier: caratteristici di S).

e : ari i genere 1
(*) Le sole corrispondenze biunivoche non singolari, su curve di ge p>1,

sono quelle date dalle gj delle curve iperellittiche.
(*) In tutte le formule, quando non sia esplicit

di sommazione variano da 1 a p.

amente notato il contrario, gli indick

s = =
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Da queste si traggono le p* relazioni

ar by gji Tk,".('l,’; + D) hyi @ — _\: G,x Thi — HA-; =)
(2') i ; 55 T
Qe la corrispondenza S non & a valenza zero, i numeri 7ry non sono tutti
nulli: e viceversa. B si noti che, com'® facile vedere, i numeri 7t sono
tutti nulli se, e solo se, lo sono i numeri AgHG.

9. Per l'operazione S~! (inversa della S), che porta da un punto y di C,

"

ai suoi omologhi 2 2" ...2", avremo similmente

un(2') F - - - + (@) = D 7w 0i(y) + 7
i

T = hw + i Ga Qxi
:

i 5ki1i5=ﬁk +_\:§i.' Qki -

t

Ora, i numeri E;EEE si determinano facilmente, imitando il procedi-
mento che segue I'Hwmwitz nel caso che le curve Cp, C, siano sovrapposte
e si rappresentino allo stesso modo su un'unica ciambella (talché =iy == aw).
Si trova cosi

b =G » gu=—0 » Hu=—Hui , Gu=/lux.

3. Vediamo adesso facilmente che
Se p>1 e il determinante II dei numeri my é diverso da zero,
non possono esistere su Cy, né su Cy, infinite coppie di punti i cui gruppe
omologhi siano equivalenti o cotncidano.
Infatti, se ogni gruppo (3’7" ...y") fosse equivalente a gualche altro
gruppo analogo. i z integrali di (G

N g ui(x)

non potrebbero essere linearmente indipendenti (*); quindi seguirebbe 77=0,
contro il supposto. Se poi si verificasse qualcun altro dei casi che vogliamo
dimostrare assurdi, la serie deseritta su C, dal gruppo (3’ %" ... y) dovrebbe
godere di una delle due proprieta: 12) essere birazionale identica a una

involuzione di C, (loc. cit., n. 1); 22) essere nella stessa classe (*) con

(1) R. Torelli, Sullelserie algebriche ecc. [Rend. Palermo, tomo XXXVII (1914)],
n. 16, IIL

(2) Si dice che due serie (di egunal dimensione) appartengono alla stessa classe,
quando esse possono mettersi fra loro in corrispondenza biunivoca tale che la somma
o la differenza di due gruppi omologhi varii in una serie lineare.
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una serie composta con una involuzione (loc. cit., n. 21, teorema IV). Ma
allora si arriverebbe daccapo alla deduzione che gli integrali sopra seritti !
non sono linearmente indipendenti.
Dalla precedente proposizione segue subito che
Se p>1 ¢ =0, le serie v, yv degli ordini n, v, indotte dalla
corrispondenza S su Cp Cp, hanno gli indici rispettivi v ,m, e sono bira-
gionali identiche rispettivamente a CyC,p .
Si potrebbe anche facilmente vedere che
Se ¢ MM==0, ¢ anche diverso da zero il determinante degli intiers
caratteristici (scritto al n. 9).
4. Supponiamo p >1 e Z==0. Chiamando omologhi su C, due punti
quando sono in uno stesso gruppo della serie y,, si ottiene su C, una cor-
! rispondenza simmetrica T, di indice »(z — 1). In modo analogo si ottiene

su C, una corrispondenza simmetrica T, di indici n(y — 1).
St ottengono facilmente le rappresentazioni analitiche delle cor-
rispondenge T, T .
Basta osservare che, per es., la T non & altro che il prodotto S~ S,
diminuito dell'identita contata » volte. Con che, detti 7'y" ... gli omologhi
di y nella T, si hanno le formule

o) + oly") + - =—vou(y) + > mhvi(y) + 7k

L3

oy = hiy + z 9ir i
5

> o =Ho+ 3 61w (1)

iy, =  Gh= S(}lm‘ Gy — Hyi 9u)

T

(3) g o= — g = Z(gk;‘ Gui — Gwi 9u)

Hyy=—Hj = z(Hhi oy — hy Hy)

Analogamente si potrebbero serivere le formule relative a T .
I anche facile di caleolare il comune difetto di equivalenza z delle
due serie y. .,y .

(") Le espressioni delle costanti #¥ non hanno per noi alcun interesse.

Avverto che le considerazioni di questo numero subiscono qualche lievissima mo-
dificazione, quando si tolga 1'ipotesi p> 1 ,H4= 0.
Renpicontr. 1915, Vol. XXIV, 1° Sem.
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Basta osservare che il numero dei punti doppl di y., ossia dei punti

uniti di T (%), & dato notoriamente da
o(n4+p—1) — 283

¢ anche, per una importante formula di Hurwitz, da

ov(n — 1) — 2(> hix— vp) -
X

Dal paragone delle due espressioni segue

(4) s= hix=>2 (hni Gy — Hu ki) -
* A

5. Le considerazioni del n. 1 si invertono cosi: Se due sistemi di pe-
riodi normali i an delle due curve Cp C, soddisfano alle relazioni (2",
esistono fra C, (_Ip infinite corrispondenze, cui competono gli intieri carat-
teristici hg HG ovvero —& —¢g —H —G.

Tutte queste corrispondenze formano, come diremo, una classe, nel
senso che le serie da esse indotte su C, e su C, formano una classe.

In una classe di_corrispondenze (che non sia quella delle corrispondenze
a valenza zero) esistono infinite corrispondenze aventi uno degli indiei eguale
a p. Basta osservare che, supposte verificate le (2), il sistema di equazioni

abeliane

w7+ F oxyP) = D i ui(2) + 7k,

i

colle costanti mr; genericamente scelte, individua, per ogni punto x di 6,,
un gruppo (y ...y?) di p punti su C,. In tal semso diremo che il prece-
dente sistema rappresenta una y, di Cy.

Notiamo che le cose dette in questo § 1, eccettuato naturalmente il
n. 3, si estendono subito al caso di due curve di generi diversi.

§ 2. — CoNDIZIONI PER L'IDENTITA BIRAZIONALE D1 DUE CURVE.

6. Dalle considerazioni del § 1 deduciamo facilmente le condizioni
necessarie cui debbono soddisfare le =y ap perché le due curve C, C, siano
birazionalmente identiche. Basta pensare che, se fra C, C, intercede una corri-
spondenza biunivoca S, il prodotto S’ S, la cui rappresentazione analitica
si deduce subito da quella di S (n. 4), & 1'identita. Tenendo dunque pre-
senti le formule (2') (3), abbiamo il

(') Se tali punti fossero infiniti. si ricorrerebbe a un'altra corrispondenza §’, avente
gli stessi intieri caratteristici di 8 (cfr. n. 5), e non presentante questa particolarita.
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TeorEMA 1. — Se due curve C,C, sono birasionalmente identiche,
[ra due loro qualunque sistemi di periodi normali Ty an intercedono
certe p* relazioni
Z 9ji Ti; i z hui ay — i Gioii —Hp =0,

Ji i 1

dove gli intieri hgH G (dipendenti dalla scelta dei wvi aw) soddisfano
alle p(2p — 1) eguaglianze

D (hai Gy — Hyi gra) = 1

()

Z (hwi Gii — Hyi gui) =0

D (gni Gii — G gu) =0 L=

7

i (Hyi fui — hyi Hy) = 0

e alla condigione che il determinante dei numeri my=hy -+ > gaTu €

4

diverso da zero.

7. Le condizioni supficienti per 1'identitd birazionale delle curve C, (5
si deducono dal § 1 e da un teorema da me dimostrato tempo fa (*): teo-
rema il quale afferma, in sostanza, che se per la corrispondenza S, di cui
si & parlato nel § 1, si verificano le due circostanze che il determinante
dei numeri 7y e diverso da zero, e il difetto d’equivalenza z delle serie
yh, v+ ha il valore p, allora pella classe individuata da S vi & una corri-
spondenza biunivoca. Otteniamo cosi il

TeorEMA II. — Per affermare che due curve C,C, sono birazio-
nali identiche, basta sapere che esse posseggono due sistemi di periodi
normali iy ay verificanti le p* relagioni

Zgﬁ"l{i“il+zhkiail—anTm'—Hm=0y

Jt L i

dove gli intiers hgH G soddisfano alla condizione
Z (hki Gy — Hy gm) = Diy

ik

e all'altra che il delerminante formato coi numeri nk¢=hk;—}—z!]ﬂ Thi
i

sia diverso da sero.

(") R. Torelli, Sulle varieta di Jacobi_ [questi Rend., vol. XXII, agosto 19137,
teorema I.




— 1086 —
1 8. Dal paragone dei teoremi I e II viene il seguente
COROLLARIO. — Supposto che i nuwmeri i & Siano due Sistemi
di periodi normali di due curve C, C,, il sistema delle p* -1 equasion:
nelle hgH G :

(5) l_ Tw; Uiy Gji =+ S iy hii — i tyi Gip — Hiy =0
(6) l(h‘n‘ Giz == I—IH ,[/7\‘1') =5Uxy

~—

gode delln sequente propriectd: se esso ammetie una solugione intera che
non annulli 7l determinante II dei numeri my = hy > gi i questa so-

luzione necessariamente soddisfa alle p(2p — 1) relazioni

> (hwi Grg — Hys gi) =1

i

[si noti che da queste segue la (6)]

i (/72)“ G’ — Hy;i f/"i\ =)

)

v(!‘l‘vf';'i —G?;f //[H:U /e':*: /.
2\ {

¢ || i(H‘{ //-L‘—/,l:“'H,']:U \

i

Orbene: questa propricta del sistema (5) (6) implica delle relazions
fra © coefficienti Ty, ai: essa ¢ cioé equivalente alle relazioni riemanniane,
ricordate in prefazione, fra le vy e [ra le aiy (0 parte di esse).
Per giustificare questa affermazione osserviamo, che, scelti decli intieri
hgHG colla so/a condizione che soddisfino alla (6), si pud sempre risolvere,
in oo? modi almeno, il sistema (5) rispetto alle p(p =4=1) dncognite vy ay
(convenendo che debba essere 7; = 73; , ¢y = a3;). E la generica di queste
11 soluzioni non annulla certo il determinante ZZ; perché cid non avviene par-

ticolarizzando ancor pilt gli intievi £ g H G: basta, per convincersene, pren-
i dere due curve C, 1,_‘,, birazionalmente identiche, e scrivere le relazioni di
‘ cui parla il teorema I.

E. M.
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