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Ora se diciamo G, e G, 1 baricentri delle sezioni ¢, e oy, si ha,
com' & noto,

01G1=‘ Pydooysivios Go=alls Pydo,,,

SO . Og
¢ quindi
fvdS:Vgrngg—Vlo'lG,
/8
=V,0,(G: — G,) .
Percio il secondo termine dell'espressione di R &:
o WV,
—o0— | VdS=—0(G: — G,) 0, —
g)tx(s 0 (G 1) s Y
e si ritrova cosi l'espressione ad esso data dal Masoni, conforme a cid che
si era piu sopra enunciato.

Giova osservare come nella citata espressione di R, mentre il primo
termine rappresenta l'effetto delle forze di massa, ossia 1'azione statica del
campo di forze, gli altri due termini rappresentano la vera azione dinamica
del fluido in moto, espressa come la variazione dell’unitd di tempo (deri-
vata rispetto al tempo) della quantita di moto; il termine — %2 fgv as

S
rappresenta di questa variazione la parte dovuta al variare della velocita
in funzione del tempo (ossia alla non permanenza del moto); ed il termine
Q(v, —Vv;) — che si ha pure quando il moto & permanente — rappre-
senta la parte dovuta al passaggio della massa fluida defluente nell'unita
di tempo (portata di massa), dalla sezione ¢, a monte, alla sezione o, a
valle.

Matematica. — Aleune questioni di geometria Sopra una
curva algebrica. Nota IT di Ruceiero TorELLI, presentata dal Socio

E. BerrinI (V).

§ 3. — CoNDIzIONI PER L'IDENTITA BIRAZIONALE
DI DUE VARIETA DI JACOBI

0. Passiamo adesso a cercare le condizioni necessarie e sufficienti affinché
le due curve C, C;) (per le quflli adoperiamo le solite notazioni del n. 1) ab-
biano le varietd di Jacobi V, V, birazionalmente identiche. Percio, detti Y X
i punti di V,V, immagini delle p-ple (3'y" ... y?) (z"2" ... 2?) di punti di
(¢, Cp, poniamo

V() = ox(y") + - - - + 0x(y?)
Up(X) = un(@') 4+ * - un(@?)

(*) In questa Nota II continua la numerazione della Nota L.
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saranno Vi(Y), Ux(X) [A=1, .., p] due p-ple di integrali di 1* specie,
linearmente indipendenti, di V, V,.
Se tra V, V, intercede una corrispondenza biunivoca, questa sard rap-
presentata da relazioni analoghe alle (1), e cioé del tipo

(7) VA(Y)=:T;“U(X)+ Tk 5

e si avra

(8) Tty = }lu—f—iyiﬂm‘ , i”killi.=Hkl+zG-t'ki'
9) n==0;

hgHG essendo numeri intieri, e ZZ indicando il determinante dei numeri 7.

Ma se supponiamo viceversa soddisfatte le (8) e (9), le equazioni abe-
liane (7) definiranno tra V,V, una corrispondenza che sard, generalmente,
solo unirasionale ().

Noi ci proponiamo appunto di vedere quand’'e che le (7) definiscono
una corrispondenza birazionale.

Percid cominciamo a osservare che, se nella corrispondenza (7) i punti
X X' di V, hanno uno stesso omologo, anche due qualunque punti X, X]
omologhi nella trasformazione di 12 specie definita da X X', tali cioé che

UHXI) — U;\(X;) = U}(X) = Uk(X') modd. Aik

avranno, com'é facile vedere, uno stesso omologo. Segue che la detta tras-
formazione di 1® specie é ciclica, e quindi esiste un intiero ¢ > 1 tale che

eUx(X) = ¢U(X') modd. ayy .

Il problema di vedere se la corrispondenza (7) & plurivoca & quindi
ricondotto a quello di vedere se é possibile trovare un intiero & > 1 e altri
2p intieri m; n; . non tutti divisibili per e, tali che, presi su \_’,, due punti
X X' soddisfacenti alle relazioni
(1‘)) eU,‘(X)—eUk(X')=mk+im Axi
si abbia

i TCxi U,(X) = E TCxi UI(X’) modd. Tik »

Ora dalle (8) (10) segue

e >y [Ui(X) — U(X")] =D (hni mi 4 Hys m:) + 2 (g5 mi 4 Gy ny) Thy .
1 7

(*) L’indice > 1 sara perd certamente finito per 1'ipotesi Il=’=0.
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6 quindi il nostro problema si riconduce facilu.ente a quello di vedere se

sx. }.)O‘SS.OI.IO determinare un intiero €>1 e altri 2p intieri m;n; (non tutti
divisibili per ¢), in guisa da avere

§ D (hwimi4 Hyn) =0
(11) ' mod. &.
J > (gwi i+ Gy mi) =0

. Orbene, si vede subito che tal determinazione & possibile se, e solo se,
il determinante del sistema (11) é, in valore assoluto, == 1. Abbiamo cos il

TeoeEMA TII. — Condizione necessaria e sufficiente perché due
curve Cp C, di genere P abbiono la stessa varietd di Jacobi, é che [ra
due loro (* ) sistemi di periodi normali Ty aiy intercedano p* relasioni

Z Gji Ty @iy i hoai aon — : Gz — Hu= 0,
Ji i i
dove gli interi hgB G soddisfano alla condizione che il determinante

|ihane s g Bhgaeni Hig

‘g“...hl,p Hpyote < Hpy
gu -0y Gn --'Glp

=
gpr -+ Gop Gpr -+« Gipp

¢ uguale a =1, e all'altra che il determinante dei numer:

i = hy + : it Thi
i

é diverso da zero.

10. Da questo teorema deduciamo subito il seguente

CoROLLARIO. — Se le due curve C,C, hanno la stessa variela di

Jacobi, e una di esse, p. es. Cp, ¢ priva di corrispondense simmetriche
singolars, allora le due curve sono birazionalmente identiche (*).

Supponiamo, infatti, che siano soddisfatte le relazioni di cui parla il

teorema III. Allora, presa una corrispondenza S (fra C, '@,) cui competano

(*) Per cid che riguarda la necessita della condizione, si intenda sistemi qualunque
(e allora gli intiexi AgHG, di cui a momenti si parlerd, dipenderanno da essi); per
¢id che riguarda la sufficienza, si intenda sistemi particolari: cfr. gli enunciati dei teo-
remi I e IL

(*) Questa proprieta & dovuta a Severi. Cfr. la Nota di Comessatti, citata in pre-

fazione.

RexprconTr. 1915, Vol. XXIV, 1° Sem. 141
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gli intieri caratteristici g HG, dovra la corrispondenza S™'S essere a
valenza; detta —y (<0 (')) questa valenza. dovremo avere, causa le for-

mule (3) del num. 4,

\15) \__(/lk;G};;—H;\,‘ !/,\.I)z 4

S (hw Gii — Hy qi) =20

> (’/.‘u Glr _G'.l i) =10 /1:4:/

ey \

E \H\‘i mi = }Ikr Hil') =0

(14)

Ma da queste segue facilmente che il determinante (12) ha (®) il va-
lore y*P: e poiche esso ha, per ipotesi, il valore ==1 (e y >0). segue y=1.
Le (13) (14) allora, in virtu del teorema Il, portano alla identitd bira

zionale di C, GP: c. v. d.

4. — QUESTIONI AUSILIARIE.

[v/2)

11. Consideriamo la varieta V, delle o-ple di punti di una curva C,.
Tra le sue varietd canoniche vi somo quelle aventi per imagine le serie

fp—e canoniche di C, (3).

di gruppi di ¢ punti estratti dai gruppi delle g5;%

Pertanto, prese, su C,, o —1 serie gf;!, canoniche, la serie y!, costituita
dagli o' gruppi di ¢ punti ad esse comuni, é imagine di una curva co-
mune a ¢ — 1 varietd canoniche di V.

Proponiamoci di calcolare ['indice e il difetto di equivalenza della
serte y, . Per questo osserviamo che, preso un punto P di C,, i gruppi

della y; per esso passanti si ottengono cosi: si considerino le ¢ — 1 serie

o—2

J3p-; subordinate da P nelle date gi;ﬁ,; esse hanno a comune un certo
numero p di gruppi di e—1 punti G, G, ... G,: saranno P+ G,, P -+ G,,
..y P =Gy 1 gruppi richiesti, e quindi g 1 indice di Yp- Ora si ha (Comes-
satti) (*)

(15) /1=a(2/;—3)+b2[)—_z,
o—1

(*) R. Torelli. Sulle varietd di Jacobi, Nota Il [questi Rend., vol. XXII, nov. 1918],
n°. 5, A).

(*) Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen (Leipzig, 1918), V Kapitel, § 2.

(°) Severi, Sulle superficie ¢ varietd algebriche irregolari ece. [Questi Rendiconti,
vol. XX, aprile 19117, n. 5.

(*) Determinazione dei gruppi di r=1 punti ecc. [Atti Istit. Ven., tom. LXIX,
an. 1909-107.
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P2 L))
—0 (Q )(/'—g—I)F“z"‘(p—l)(p—2)...(7;—/f),

—2

(6—2)(6—1)'F (6—3
/}:—————\, n — o — ])p—2—F
: ,,0(/5—1)(/‘ o — 1)tk X

X(p—2)(p—38)...(p—k):
abbiamo cosi trovato 1'indice di y}.

Si osservi, poi, che (sempre secondo Comessatti, loc. cit.) si ha
G+ G+ +Gu=(+0)K—a(e—1)P,

K essendo un gruppo canonico. Adunque Ja corrispondenza simmetrica che
a P fa corispondere il gruppo G, 4 - - -4 Gy ha la valenza

(16) y=a(g—1).
Ne segue (') che il difetto d’equivalenza ¢ di y, & dato da

O

(17) t=plu—(e—Dal=p3 Ep—e—2—H (7 ")x

=0

X(p—o—1p**(p—1)(p—2)...(p—%).

Le (15) e (17) sono appunto le foimule cercate.

12. Dalla precedente considerazione deduciamo una proprieta di cui
faremo uso in fine del n. 15. Si osservi che la serie costituita dalle o-ple
di punti di C,, vesa di ordine p coll’aggiunta di p — o punti fissi, ha per
imagine, entro la varieta jacobiana V di C,, una varieta W, (vedi pre-
fazione). Se poi teniamo presente che le W,,_ di V, sono 1mag1m delle
serie costituite dalle p-ple di punti estratti dai gruppi delle g% di Cp»

vediamo che il difetto d'equivalenza della serie y, di cui al n°. prece-

dente. rappresenta il carattere di immersione (vedi prefazione) delle va-

rietd oof~! segate su \-V.o dalle W,_, .
Possiamo percid enunciare il seguente
LEMMA. — Zntro una varieli di Jucobi V,, le varieta W,_, segano,
su una W, varieta oo~ aventi il carattere d'immersione

p_
[l\(Z}l—u— ——/In)( \)(1'—-9—1)"——")(
X(p—1)(p—2)...(p—4).

Questo lemma &, in fondo, 1'inversa del teorema IV.

(1) Torelli, loc. cit., a pag. 4.
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13. Questione II. Riprendiamo a considerare le due curve C, Cpy @ la
corrispondenza S, di indiei 7, », di cui si parlava nel n. 1. Supponiamo,
poi, che su Gp si abbia una serie y, . di ordine m e indice w, tale che,
chiamando omologhi due punti quando sono in uno stesso suo gruppo, si
abbia una corrispondenza simmetrica ¥ a valenza y.

La corrispondenza S, che intercede fra 6,, Cp, muterd tal y), in una
serie y',., di indice w1, su C,. Quale sara il difetto d’equivalensa di
questa yi, °

Tale questione si risolve subito. Infatti la corrispondenza simmetrica,
di indiei vu(mn — 1), in cui si corrispondono due punti quando sono in
uno stesso gruppo della y%., & data dal simbolo

S7'I9S 4 uS'S — wrl,

I indicando 1'identitd su C,: se ne calcolano quindi facilmente gli intieri
caratteristici in funzione di quelli di S e di y: e, con ragionamento ana-
logo a quello fatto in fine al n. 4, si trova che il difetto d'equivalenza ¢
della y,,, & dato da

(18) E=(a—7) (hxi Gx — Hyi gmi) »

ki

che & la formula cercata.

§ 5. — SULLE SERIE ALGEBRICHE PIU VOLTE INFINITE.

14. Dimostriamo infine il seguente

TeorEva 1V*. — Sopra una curva C, abbiasi una serie y5, (anche
dotata di punti fissi), birazionalmente identica alla varieta delle o-ple di
punti di uw'altra curva Cy, e tale che nessun integrale di 1° specie di C,
dia somma costante lungo i Suoi gruppi.

Se la totalita dei gruppi di p punti, tolti dai gruppi di una gene-

rica Gbp di Cp, sega sulla Yo una vy avenle il caratlere di immersione

A 0—2

ar) p3 @r—e—2—#(° ") (p—e—1rx
k=0 )

X(p—1)(p—2)...(p—k),

allora le due curve C,C, sono birazionalmente identiche, ¢ la Y5 appar-

tiene alla classe z‘ndwz’d_zfata dalla serie delle o-ple di punti di C,,.
Adoperiamo per C, C, le solite notazioni stabilite al n. 1. La nostra

serie sara rappresentata (analogamente a quanto avviene per le serie oo!)
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da un sistema di equazioni del tipo

19) o)+ ouly?) = X mu Dle’) + - A @] +

(@'...af) essendo un gruppo di ¢ punti variabili su Cp. Avremo le solite
relazioni

Ty = h + Z Jit Thi
i

> myag = Hu—+ > Gawi,

i

e il determinante dei numeri 7ry; sard, per ipotesi, diverso da zero.

Se al gruppo (z'...xf) facciamo descrivere la serie y; di cui si e
parlato al n. 11, il corrispondente gruppo di » punti su C, [individuato
dalle (19)] descrive una serie yp, il cui difetto di equivalenza { & appunto

il carattere di immersione delle y5~' di cui parla l'enunciato.
D’altronde si pensi che la detta y, appartiene alla stessa classe che
la serie y,,, descritta dagli omologhi dei punti del gruppo variabile di y,

nella corrispondenza S definita, fra C, e C,, dalle equazioni abeliane

oy') + - 4 oly?) = i Toi Uy (%) = 70

)

Allora il numero {, essendo anche il difetto della serie y,,,pud calcolarsi

mediante la considerazione del n. 13 e le formule (15) (16); e si trova

=2 =9
§=Z(hijG:i_Hij9ij) S(‘Z[)—g—2—k)(g k )X
j k=0 \

iJj

X(p—oe—1""(p—1)(p—2)..(p—%)-

Se dunque ¢ ha il valore (17'), dal confronto di (17') e dall’ ultima
espressione scritta risulta

D (hij Gy —Hij gij) =p,

L

rispondenza biunivoca. Questa indurrd. fra le o-ple di punti di C,C,, una
corrispondenza biunivoca, rappresentata o dalle

e quindi (n. 7) nella classe definita dalla corrispondenza S vi & una cor-

@)+ onyf) = Z i (@) + -+ wi(@f)] 4 7k,
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oppure dalle
oy + - o) = — > i [wi(@) + - -+ wi(@P)] + w0

(le 7, essendo opportunamente scelte); e c¢id dimostra il nostro teorema.

Questo teorema é manifestamente equivalente al teorema IV della pre-
fazione.

15. La deduzione dei teoremi V e VI (enunciati in prefazione) dal IV
non offre alecuna difficoltd. Infatti:

A) Se fra le varietd di Jacobi V, V, di due curve C,C, intercede

una corrispondenza biunivoeca che muti una \\7'; di V, inuna W, di V,, a
quest ultima W, si pud. in virth del lemma del n. 12, applicare il teo-
rema IV: e ne viene il teorema V.

B) Se la serie y2, costituita dalle o-ple di punti di una curva o

é birazionalmente identica alla serie analoga di un'altra curva C,, alla ¥, resa
di ordine p coll'aggiunta di p — o punti fissi, si pud, pel lemma del n. 12,
applicare il teorema IV*; e ne risulta il teorema VI.

Matematica. — Sopra un’operazione funzionale atta a tras-
formare 1 potenziali logaritmici in simmetrici. Nota IT della signo-
rina LiNa Brancmini, presentata del Socio T. Levi-CIVITA.

4. — CONDIZIONE DI REALTA.
LEGAME CON POTENZIAL] ASSOCIATI LOGARITMICI.

Nelle (7) (*) non é tenuto conto della condizione che #,» risultino reali.
Vediamo come debba specificarsi la funzione / affinché questo abbia luogo,
supponendo che la /. considerata come fanzione del suo argomento iy cos,
si comporti regolarmente in una certa regione I' del piano rappresentativo
(#.y) (per tutti 1 valori di < compresi nell'intervallo 0, 7). Questo im -
plica manifestamente che la I' comprenda, insieme con ogni punto (z ,y),
tutto il segmento (z .y cos ) che lo congiunge col suo simmetrico (x,—y).
Cid premesso, ove si scinda in / la parte reale dall’immaginaria, ponendo

f[=9+4iy,

e pil precisamente
[(z~+ 1y cosI) = g(z ,y cos ) + Y(x, ycos ),

(*) Della Nota precedente. Cir. pp. 1041-1046 di questo volmmne dei Rendiconti.




