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Matematica. — Sopra una equazione integro-differenziale
del tipo ellittico. Nota di Luier SiNieaLLIA, presentata dal Socio
V. VOLTERRA.

1. Le equazioni integro-differenziali del tipo ellittico sono state studiate
dal prof. Volterra (*). Quella, perd, che io qui voglio considerare, non & stata
trattata né dal detto Autore, né da altri. Ad essa sono applicabili 1 risul-
tati noti per le equazioni dollo stesso tipo, quando si conosca la soluzione
fondamentale dell’equazione aggiunta: ed & la determinazione di tale solu-
zione che forma lo scopo principale di questa Nota.

2. L'equazione di cui qui vogliamo occuparci & la seguente :

d iu(z)

Rk [a(l, T)' dr =0,

2/;?:)'/10(5 %)+

O u |

ove

y

tu(x , y|t) Du(z . ylt)
zf? — L .
u(t) == + 3

“ Diremo che la funzione u(x , y|t)= u(t) pei valori di ¢ compresi fra 0 e T

e, nell'area ¢ limitata dal contorno s, una solusione regolare della (1)
quando soddisfa alla (1) e pei detti valori di ¢ ed in tutti i punti (x,y
dell’'area o ¢ finita continua assieme con le sue derivate prime e second
rispetto ad x, .

Collo stesso metodo tenuto dal prof. Volterra (loc. cit.) pud dimostrarsi
che: «) ogni soluzione regolare w(¢) della (1) & determinata nell’interno
dell'area o pei valori di ¢ compresi fra 0 e T, se si conoscono per gli
stessi valori di ¢ i valori della » sul contorno s dell'area stessa: b) deno-
tando con x la normale esterna al contorno s, e ponendo

,\e ~ 5
; o \ u(l) Eth)g
) H[u,0/0]= !0 at. ( Vo) =2 —u(n 20 s +
% 8 - ‘
+‘ ;o d/“[: r/z'- ’ ; [1)(1) bgg) — u(t) l’b(?] [10(7 , 2) cos nx -+

Q

(i) o(7)7] . )
-+ I:v(r) )—!/ — u(t) Y ]fm(f , ) cos ny { ds,

5

(*) Volterra, Sur los équations intégro-différentielles et leurs applications (Acta
Mathematica, tom. 85); Legons sur les fonctions de lignes (Paris, 1913); Equazioni
integro-differenziali con limiti costanti (Rend. Lincei, ser. 5*, vol. 20, 1° sem. 1911).
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se u(¢) e una soluzione regolare della (1) e »(x, y|¢.6) = (/) & una solu-

zione regolare dell'equasione aggiunta

all 2 g
o . y d%o(e) 2*w(7)
3) A2(t —— flr, )+ —
( )+ |, vl DR S
si ha (feorema di reciprocita)
(4) He[u,v|6]=0.

3. Per avere la soluzione fondamentale della (3), cominciamo col con-

b D)

siderare le costanti

o © \

. i
far(Ty O { de =0,

an'.—p._ = agr. —p e DA

(5)

(2}:\)‘2:,f;2/;—2/’>
i _ =)™\ p \ m—p—1

2p
e ViR et ]

m—p.p ~ OUp—i+1

(¢=0.1,..,p),

tra le quali sussistono le relazioni

1 | L i
a —— - —_—
m—p.p 2 Fm—p—1.p “n—p.p
(t=2,3,..,m)
o By S (o) (@) < (m)
a«r.—p—. Pl 'am-p P + 2“;,1-,).;,) 3 G
a) el t4+1 g (0}
m—p—1,p+1 i am—pvp m—p.p

dalle quali si deducono subito le altre

a\l) Fan (¢9)

m—p,p p+L,m—p—1

(1) — D . )

m—p,p m—p , p—1 ‘m—p—u Jp—1

) b=l (i—1) )
m—p,.p ; m—p ,p—1 am—p,p—l

1 —1 (i—1)
i m—p—1.p

e o™
p—1 ,p+1 — ‘m—p P

—a ¢=1,2,..,m—1),

(t=1,2,..,m—1)

(t=2...,m —="L)

e s et D e
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Per mezzo di queste relazioni si pud dimostrare che
{n () S i
s ' _— ¢ () b p
2 %m—p,p ( ?-) Sl &yt =02 )
8= 2

9
ol e 1

\ (i) e ] 0 0) ) l (0) ) A
— 22;’ ”m—p.p m—p+1,p —|> 9 am—p.,n Ve 'am—p,p...l + R amﬁ,,p N
dalla prima di queste identitd si deduce che
m ) m .
AT d e Y )
. "m-p.p 4—e Pim—p *
=l =1
ed in particolare
()
AN CE = 0.
=

4. Se r* = (2 — a)® + (y — b)*, formiamo le funzioni

—Pr D 7

m . N

\ Ympp=a,l, logr+ > (y ) (m = 2p)
=1

(5)

{‘ = r—a 21
— () e N (D - \
, w’"—73‘|i" - am—p.p 10}‘: £ + y 4 ap’m—p ( r ) (m = 2?’) :

=1

Si vede subito che i valori dati per v, , dalle due equazioni (5) coincidono.
Si dimostra facilmente che

Dzwm—p.p ol bgwm—p—l y p+1
Wk dx?
3 ?
®) | Ay = — 2 rlis "U';‘”i"” (m—p>>0)
=

D m— ) —
A*Yyy_y, p__LDZ/IiI_] (p>0).

Inoltre, se s & una linea chiusa avente nel suo interno il polo (a , ),
ed » & la normale esterna alla linea s. si ha

‘ Wm L”'p ‘ W’";” 22 cos naw ds  (m— p > 0)
(7)
( ‘ ‘ ]‘/’rﬁpﬁ ds = ) [ w"’;ﬁ;‘”’l cosny ds (p>0).

5. Le funzioni /\o(¢,7), fo:(¢,7) si suppongono finite ed integrabili
pei valori delle variabili che si considerano. Se poniamo

e t
finn(t,7)=> f [ivi—p\n=i(l s O) foy,i(0, D) do (0 < i 1),

J=0
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e supponiamo nulla’ ogni /' con indici negativi. la funzione /i n(¢,7) & indi-
pendente da ¢: in particolare

S

finlt, )= ‘_‘:"'.,.,»(,/.d\ fiol@ . %) + fion \(/,a)/},,(ﬂ.z):dd=

= | :/'mw.rﬂ ficr. a0 %) far(L . 0) [i,n=a(0 :):d(;:

e se |ful(t, %) <M, [fu(t. )| <M, si ha

Di+h—-1
T Mg — A1,

(LM SIS T g =)
Essendo poi

1 Sl
a;:_%p <, Gy <op | =1,2,...,m—p)
m—p=+i) l n
el = = \) (#=0,1 )

si ha

b ] {
> D Um_p,; ‘ / »U.'?F\li‘/l

Q 1 m—p,
(3) m=1 p=0 Jo

- m ™9
\7 Um p.p | F(%) fop,p(® . 2) dt
m=1 p=0 ot
[ove F(¢) & una funzione limitata integrabile] pei valori considerati di 7.6
in ogni campo che non racchiude il polo (2 ,b) convergono in modo asso-
luto ed uniforme.

Parimenti, essendo

Dwm'w p < s™ ] ‘w"'i~ | _~ :En
2 r Y r
1 ‘\iwﬂill“ < ._)‘2/..4-1. m ! «‘:L/'m—p.p Iy -_)‘Zuu—l .m
. | r? ’ 2y? 7 L
le serie
e m !
L2 \L/l e =
NN e (/mfp.,r(/-t'[‘(l"/l
=1 p=0 o0 Jo
oo m i
L Wmp,p (° 5
3 > e ‘ fm—p,p(t %) F(z) dz ,
=1 p=b oY o i
L m \‘Zw . (’/
NSy LR g (¢,7) F(z) dz
& wrt J,TPF
0 m 2 (=L
- & VWY 3 .
‘\_ > ‘m.p.p l /m—p.p([-’)l‘('t)’/rl

2
n=1 p=0 D,’/

0
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convergono in modo assoluto ed uniforme in ogni campo che non racchiude

il polo (a,0). Lo stesso accade per le serie delle derivate prime e seconde

rispetto ad @ ed y dei termini della seconda delle serie (8). Concludiamo,

cosi che in ogni campo che non contiene il polo (a,0b) le serie (8) sono

derivabili, termine a termine, due volte rispetto ad z e due volte rispetto ad y.
6. Posto ¢id, si pud verificare che la funzione

e m t
U@ .yt)=TU(l) == F(¢) log » = Ay » ( fm—p,p(l %) P(z) de

m=1 P =0

soddisfa alla (1), e che la funzione

» b
Viz.,y|t,0) = V()= F)log r -+ > N {1/ prp F(T) [m—p,n(®. ) dv

m=1 ]7—0

soddisfa alla (3); inoltre, se s & una curva chiusa contenente nell interno
il polo (a,4), si ha

\ AV (£) V() bV(r) / e /
\ ' s +\ ‘1 = [1o(T | 1) cos nx - - - vé)cosay |dvds =
= — 27 F(/) :

7. Volendo perd determinare il valore della soluzione regolare della (1)
in un punto (a,b) dell'area o che assume valori assegnati sul contorno s

dell'area stessa, dovremo servirci del teorema di reciprocita. Ora, descrivendo
un piceolo circolo ¢ interno all'area o col centro in (a,4), la (4) ci da

H (%, V|6]+ H.[u,V]|6]=0,

donde, facendo tendere a zero il raggio del circolo ¢, ricaviamo

1
’nE(O \0

9 (@, b)) = u,(0) = H [w,V]|no].

Il secondo membro della (9) contiene i valori di « e delle sue derivate
sul contorno s: per eliminare tali derivate, basta, al solito, conoscere una
soluzione regolare w della (3) e tale che V+ @ sia nulla sul contorno s.
Si avra allora la formola

(10) z(m,//fn),:zuc(())—;) -

H (u.V+ow|b],

._
"Iu

=

che contiene solo 1 valori di # sul contorno s.
8. Se, invece della (1), si avesse l'equazione

Lt A ol
: - \/(1(:) [io(t 1) -+ '—Iit—) fion((4s r): dv = X(x.,y|l) .

1*u(t) + '

REexpI1contr. 1915, Vol. XXI1V, 1° Sem. 42
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le formole (9) e (10) dovrebbero essere rispettivamente sostituite dalle due
seguenti:
(9 u(a . b)0) = uy(0) =
l D\

) - "D Xl )
3 F8) 564 Felw> V101 — X (//‘Iq\m.\u Lyt do |

(10" u(a b 6) = u,(0) =

e 3% S Tl el N )
= f = e I -t d [ — w(/ (
= 3w F0) W,H__u. V14 wé] l“ /‘lam.w w(1)) X( . y|t) do |

Matematica. — [ numeri reali definiti come operatori per
le grandezze. Nota di C. BurALI-Forrti, presentata dal Corrisp.
R. MarcoLoNgo.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo faseicolo.

Fisica. — Variazion: della birifrangenza magnetica del
terro colloidale con la temperatura. Nota di L. TierI, presentata
dal Socic P. BLASERNA.

Il Majorana ('), studiando il fenomeno della birifrangenza magnetica
in molti campioni di soluzioni colloidali di ferro, trovo 1'esistenza di tre
tipi diversi di ferro dializzato attivo:

1° tipo: ferro dializzato a netta birifrangenza positiva.

2° tipo: ferro dializzato a birifrangenza negativa.

3® tipo: ferro dializzato che presenta birifrangenza positiva per campi
deboli. Successivamente, al crescere del campo, la birifrangenza decresce, e per
un certo valore del campo ritorna a zero (punto d’ inversione). Per campi
piu intensi la birifrangenza diventa negativa.

Nel 1903 Schmauss (*), per nn campione di ferro Bravais, negativo a
temperatura ordinaria, notava una diminuzione di birifrangenza col crescere
della temperatura: la birifrangenza si annullava fra 52° e 54°, e diventava
positiva a temperature piu elevate. Col raffreddamento il liquido riacqui-
stava le proprietd primitive

In questo lavoro ho studiato come agisce la temperatura sui diversi
tipi di ferro dializzato attivo, ottenendo per risultato che ogni campione

(') Rend. Accad. Lincei, 5* ser., XII, 1° sem. 1902, pag. 463.
(*) Annalen der Physik, vol. XII, an. 1903, pag. 186.




