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Matematica. — Sulla risoluzione di certe equazion? inte-
grali di Volterra. Nota del Corrisp. 0. TEDONE.

.

[1 problema della integrazione indefinita dell'equazione

D D:(P )E(f
(1) i gt =0

col metodo delle caratteristiche di Riemann-Volterra, conduce, nel modo piu

naturale, a porre la quistione di determinare la funzione ¢(z) dall'equazione
integrale

(2) f‘/q(r)(/ —t)”l,,q[]70(!~1)]<1:=<D(t)

in cui @(/) & una funzione nota tale che l'equazione integrale stessa sia

possibile, /&:p—? e, per ogni valore di » che non sia intero negativo.
s\ V+2
Is) =D, —
o S U (v 1= 3)
con Hle)=| e*z*dr, per a>—1. ¢ Hae-t1)= (a++ 1) (a).

0o

Nell'equazione (2). inoltre, 2 non risulta, « priori. assoggettato ad alcuna

limitazione, e potrebbe, a rigore. essere un numero qualunque; ma, per i

bisogni della integrazione della (1), vien naturale ed & piu che sufficiente

il sapporlo intero. Infine, lasciando da parte il caso speciale di p=1,

il numero 7z, appena & p > 2, & sempre positivo ed eguale ad un numero

intero, ovvero alla meta di un intero dispari, mentre, per p—2, &
—— 1

n=-—-.

In alcune Note. precedentemente pubblicate in questi stessi Rendiconti,
abbiamo avuto occasione di risolvere 1'equazione (2) in numerosi casi, avendo
di mira, principalmente, la integrazione della (1). E nelle ricerche conte-
nate nelle citate Note, il caso di p =2, (n = —1) si presentava con ca-
ratteri d'eccezione e di maggiori difficoltd, mentre, d’altra parte, da luogo
ad equazioni integrali notevolissime come la seguente:

(27) ‘tq)(l)Sen [] /_C(l —717)]

Jto t—=

dr = @(1),
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dove Sen &, al solito, il simbolo di seno iperbolico, e che si ottiene dalla (2)
per n=— e A=20. Ci siamo percid indotti a riprendere e ad appro-

fondire lo studio dell'equazione (2), imponendoci, a priori, le sole limita-
zioni che 4 sia un numero intero e che % sia un numero intero, ovvero
la metd di un intero dispari, positivo, o negativo; e con 1'altre limitazioni,
naturali, che, per » intero, sia # 44 = 0 e che, in ogni caso,

([ = T)” In+l [1/E(I‘ — ’t):’

sia finito per /=v. Nella presente Nota riportiamo quelli dei risultati ottenuti
che ci sono parsi non privi di interesse. Ma dobbiamo subito avvertire che
1 ripetuti sforzi fatti per ottenere, con un procedimento finito, la soluzione
della (2') e di quelle altre equazioni che alla (2") si possono ricondurre,
sono riusciti sempre vani. D'altra parte la teoria generale delle equazioni
integrali non sembra sufficientemente avanzata, cosi da poterci dare risposta
alla domanda se un tale procedimento finito, nel caso della (27, sia, o no,
possibile.
Per maggiore semplicitd supporremo, nel séguito, sempre t=1.

I1.

FORMOLE FONDAMENTALL.

1. Sono notissime e, del resto, si dimostrano con tutta facilita, le for-
mole fondamentali seguenti della teoria delle funzioni di Bessel:

] ]
(A) Zz% [ L(&)] =" L(s) |, (;—g [~ 1(8)] = &= 11 (5)

le quali valgono per ogni valore di », diverso da zero, anche negativo,
purché non sia intero negativo. Per » = 0, le (A) sono sostituite dall'unica
relazione

d1y(3)

(&) dz

=i1,(2).-
Le (A) danno luogo immediatamente alle altre:
A) L@+ MED =1, L) — ST =T(e),

nelle quali gli accenti indicano delle derivate, e queste ultime, a loro volta,
per somma e pev differenza, danno luogo alle:

(A) 2O =Tu@+Ln(® , ZLE=1,E—Lal).
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Dalle (A) discendono pure le altre formole notevolissime:
a2
\ (E — 1) [ L] = (2v — 1) 2 Liu(3)
(4s) '
/ (g — 1) [ LE)]=— Qv+ 1)V (9 ;

e, da queste, quando » & un intero positivo, si ottiene:

d? v
\ his) =a% 3.,-3...1(21- gl 1) [ L&)

(Sl l dr v
1.8.5 (2 — 1) (7 1\) Ly(s).

(Ay)

/ 3 1(2) =

2. Alle precedenti formole faremo ora seguire un'altra serie di formo le
che, in certo modo, possono considerarsi come una generalizzazione delle
prime. Poniamo

(3) ‘{t(;(r")(t——z)" Ll ) )
e supponiamo che. se 7 é intero, sia anche m = 0. Derivando 1'equazione
precedente, rispetto a #, nell ipotesi. ;dapprima, che m +» >0, in due
modi diversi, considerando (7 — z)"I,,({ — z), una volta come prodotto di
(t—z)*™ e di ({—7)"1,({—7), un'altra volta come prodotto di ({—7z)"*™
e di (/f—7)™1,(¢t—7), e tenendo conto della (A), si trova:

\ (’D;z-,nr =(n—m) q)n—lnm+ (Dnvm—l )

(B) ;
{ ‘Dn,m=‘/z+m) mn—l-m+®n9m+l;

e queste formole sono equivalenti alle altre:

\ (7l+ m) @y, ym—y — 2 (D;»m—(ﬂ_m)wnnpﬁl:ov

(B))
[ 2m (Dn-—lym=(1)nym—l _(Dn-m+1 .

Le (B) restano valide anche nell ipotesi di » = m; nella quale ipotesi
la prima delle (B), o delle (B,), si riduce semplicemente a

(B,) (D;l sn=Lp,n -

Se poi & # -+ m =0, abbiamo

i , 1
(B') m_n‘ﬂ=w—nan+l+m¢(t)'
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Citiamo ancora le formole seguenti, che sono analoghe alle (As):

12 ‘
\ <(t'—2 —l)wn-n([)——‘ (Zn_l)@,, 1ain 1(t), 7Z>O
(B?) (

? (ddT: - 1) Dy n(t)=— (204 1) P_ i1y, ne1(t) - ——— ol

( ")

3. Nel caso in cui gli indici delle funzioni di Bessel sono interi posi-
tivi, o nulli, aceanto alle relazioni (A), (A,), (4,). (As) fra queste funzioni
e le loro derivate, ed alle quali si pud dare il nome di formole differenziali,
altre ne sussistono alle quali si potrebbe dare, ci pare, molto opportuna-
mente, il nome di formole integrali e che si possono ottenere combinando
le citate formole differenziali con I'identitad fondamentale

(C) 11(1131 —xo) Zb—m,Io(zl —:L‘o) =‘ (Jlloqlo(xl— ) e

da noi dimostrata (). Di tutte le formole che cosi potrebbero ricavarsi, noi
terremo conto soltanto delle pit importanti e che si mostreranno utili a
raggiungere lo scopo propostoci. Derivando successivamente la (©), rispetto
ad z,, e tenendo conto della (A,), si trova

(G) T — @) =21, (2, — wo)—l;._.(xl——xo)z

— I,A_,(ael — x) I;x*—x‘%) da
/T —) 0

e da questa, ancora con l'aiuto delle stesse relazioni (A,), discende

0 In(2, — ) - Ly (2, _Lo) I _o(zy — ch

(Co) e =2(rn—1) S eon, —(n—2) A =
=(n—1) f L al_x)l(d'_%)dw
Zo r — Z— X,

Notiamo pure la formola

) [ ke e e,
(D.Z‘f Ja, (@ —.Z‘)” L — X
D s ==

gt 1 n+l(ml_a') Il('x _wo)
T OB Y de—

pol(y — %)l W — )

—@u+1 | d .

(') Sulla integr. deil'equaz. delle onde smorzate ecc. Questi Rendiconti, vol. XXII,
serie 5%, 1° sem.
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Da essa. col metodo dell’induzione completa, ricaviamo la formola generale
seguente:

“rn Ly(e, — @) Li(e — @)

B iz
(Cs) “,-‘, (¢, —2)" 2 — %o i
1' (_ 1). X
Vgl —0 — H!'(@2r—1) (2r — 3)..(2n —2¢ — 1)

ot

X By By— Lo

n

|

o|

L]

nella guale l'accento sulla sommatoria sta ad indieare che 1'ultimo termine,
in essa. dev'essere ancora moltiplicato per due. Dalla (Cs), con l'aiuto della
seconda delle (A;), si deduce anche l'altra formola

(" n(y —& I B
(Cy) | ol =5} ke < ) doe =
Jze (1 — )" T — %
g 1.3.5..(2i—1) 2 Liga—a,)
T 49— ) (2n—1) (20 —3) ... (2 — 28 1) 331 (31 — Z,)

4. Si possono costruire formole integrali anche tra le @p,m. Qui ricor-
deremo soltanto la formola seguente, da noi dimostrata in un’altra Nota @),

- “t L(t —
(D/] (Do ) n—:(” — 2(D(\'n\t) o ‘t (DO 'N(T) ;;__—T’L—l e,
e la sua inversa
¢ Ti{—
(Dl' (Do,n([)= [ (Do-n_l(‘[)%%)d’[
160

STUDIO, PER 7 = % , DELL’ EQUAZIONE

(4) "t(plﬂ (t —7)" I,-,-‘(t—'t)d‘l,':@,,.m(t) .
1. Nella ipotesi che sia » = m, la equazione (4) si risolve, tanto nel
caso in eui 7z ed 7 sieno interi, quanto in quello in cui 7 ed m sieno entrambi
metd di numeri dispari.
Supponiamo dapprima z ed m interi e che quindi sia anche m =0 .
Se m =n, 'equazione (4) & stata gid da noi risoluta nella Nota ultima-
mente citata. Da @,,, si ricava @,,, con la formola

1 d2 -
1’3"—)"'(2”—1)(—&_’—1) D0

't
(5) @y,0= (t g(r) [(t —7)dv =

(Y) Su linversione di aleuni integrali ecc. Questi Rend.., vol. XXIII, serie 5%, 1° sem.
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e, trovata @,,,, si ha poi subito

I,(t—=)

t—=

(5) 9() = Bp.o(0) — | @y0) dr
Jto

Cid posto, & chiaro, per quello che ora abbiamo ricordato, che 1’equa-
zione (4) sard risoluta se avremo il modo di calcolare @,,, per mezzo di
D, ,m. A questo scopo notiamo che, supposto noto @,,,,,, dalla (B’) abbiamo
D, py =D ,,, wentre la prima delle (B,), ponendo, per m, in questa
ultima formola, successivamente, » —1,7—2,....,m 41, ci di, nello
stesso ordine, @, -9y Ppyn-3, .o, Poim. Ppyp si pud quindi esprimere
per mezzo di @,,, con 1 aiuto di un’espressione differenziale, lineare, a
coefficienti costanti. Ne viene che, inversamente, dato @,,,,,, si otterra @, .,
risolvendo un'equazione differenziale, lineare, a coefficienti costanti, con ter-
mine noto. Il problema & determinato, potendosi ricavare dalla definizione
stessa di @,,, i valori che questa funzione e le sue derivate assumono
per {=1{,. La quistione che ci siamo proposta, si pud dunque considerare
risoluta.

Si tratti, per es., di risolvere 1'equazione

i
L @) (¢t — )2 To({ — 7) dv = @, (1) .
Abbiamo allora

wQVl:(I);)Q ) 3d’270=2‘D;~1.+(D22:2(D;'y2+d)n,

e percid @,,, ¢ la soluzione dell'equazione

3

9a2+2‘pev2_§®no

che si annulla, insieme con la sua derivata, per # =1{,: ossia e

9 /
I — g0 @, ,,(7) sen

12 Yt

_Tdr.

Da ®@,,, si ricava poi la funzione g(¢), con I'aiuto delle (5) e (5').

2. Lo stesso metodo precedente vale a risolvere 1'equazione (3) anche
nel caso in cui m ed » sono entrambi metd di numeri dispari, nella ipo-
tesi, sempre, di n = m.

Se infatti & m = n, come abbiamo dimostrato nella stessa Nota ulti-
mamente citata, e
(6) ()=

LB At ou

A, (2n =110 4. Z)L

RenpiconTr. 1915, Vol. XXIV, 1° Sem. 70
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Se poi, invece, # >> m, come precedentemente, si determinerd, dapprima,
@, ,, per mezzo di @, m, © quindi la funzione ¢(¢) con l'aiuto della (6).
Nel caso, anzi, che ora consideriamo pud darsi ad m anche un valore nega-
tivo purché, naturalmente, sia » +m =0, ché il procedimento non softre
eccezioni.
Si tratti, per un es., di risolvere 1'equazione

[ ©o(s) (¢ — %)% L (£ =) do.—
‘fo 2

zl ' "q(r)(t—I)SSell(l—'t)dl=w'. T
T, B

7

In questo caso @; - & la soluzione dell'equazione

2

- 1
s &g Pu S5 Pap

che si annulla, insieme con la derivata, per ¢=1¢,: ed & percid
('t s
‘ (D 5(7) sen ‘TE dz 3

22 3

Dall'espressione precedente di @: s ricaviamo poi la funzione ¢(¢) con l'aiuto
2932

della (6). 2
V-
RISOLUZIONE DELL EQUAZIONE (4) PER % ED 7 INTERI
E0=a<m.

1. Quando #» =20, ed m & un intero positivo, I'equazione (4) é stata da
noi risoluta nell’ultima Nota piui volte citata, con 'aiuto della (D). Possiamo
dunque lasciare da pacte questo caso, e supporre senz’altro che sia 7 >0.
Vogliamo perd, prima, notare che, se oltre di @,,,,,, fosse nota @, ,m_:,
ovvero @, ,m+1, la prima delle (B,) ci darebbe il modo di calcolare tutte
le @ col primo indice eguale ad ». Ed allora, com'é stato osservato in altro
posto (1), con l'aiuto della seconda delle (B,), si potrebbero dedurre anche
tutte le @ col primo indice minore di 7. In particolare si potrebbero cal-
colare @,,, e @,,,, dalle quali si dedurrebbe, immediatamente,

@(t) = @y, o(t) — @, 1(2) -

(*) Sull’integrazione delle equazioni ecc. Questi Rendiconti, vol. XXIII, ser. 5%,
0o

2° gem., pag. 154.
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Si pud concludere allo stesso modo anche nel caso in cui, oltre di @,,,,,,
forse nota un’altra qualunque @ cou indici interi. Perd, in questa ipotesi
pit larga, per determinare ¢(¢) bisogna anche risolvere un’equazione diffe-
renziale, lineare, a coefficienti costanti con termine noto, come ci si convince
facilmente.

Supponiamo, ora, che sia data soltanto ®,,,, con 0 <7< m ed 7 ed m
interi. Per quello che & stato precedentemente detto, il problema della de-
terminazione di ¢(¢), in questo caso, si pud ricondurre alla determinazione
di @,,,—1, ovvero di @,,,.,. Proponiamoci di calcolare ®@,,,_,. Assunta
questa quantitd, momentaneamente, come nota, possiamo calcolare, come
sopra & stato indicato, @,,, e @,,,. Ricordiamo, quindi, che fra queste
due ultime espressioni sussistono le due relazioni seguenti, inverse una
dell'altra :

L(t—7) P

( ; ¢
~lD0~o:Z@0fl—£(poal([) S v,

{
i 1,(t —7)
' @,,, =‘,‘[0 D, , () ltT dz ,
e notiamo che @,,, e @,,, sono, ciascuna, somma di un'espressione diffe-
renziale lineare a coefficienti costanti di ®@,,,-,, e di un'altra tale espres-
sione di @,,,. Con integrazioni per parti si possono ridurre quelle parti
degli integrali
I(t — ) Lt —7)
—7

t i
‘; D, ,,(7) ————t == dr e ‘Jto @, ,,(7) -———t dr

che contengono @,,, ., alla somma di una espressione differenziale, lineare,
a coefficienti costanti, di ®@,,,,,—, stessa, e di un termine proporzionale a

P@mm_l(z) M:) dr
Jto t—=

Eliminando questo integrale fra le due equazioni (7), cosl trasformate,
si ottiene un'equazione differenziale, lineare, a coefficienti costanti, con ter-
mine noto, in ®@,,,,_, e dalla quale quest’ultima funzione si potra de-
terminare.

Illustreremo il metodo ora esposto applicandolo al caso particolare della
risoluzione dell’equazione

¢
j{- 9(7) (t —7) Io( — ) dv = @, (7).
Seguendo la strada indicata, troviamo dapprima

d? [t
d’o-o= Et—z—l d)l\l ) d’0v1=§((l)111_d)1\9),
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e le equazioni (7), con integrazioni per parti, com’e stato detto, si riducono
facilmente a

d [t I(t —7)
o ®uite) 2 e — 20, (0 =
p: 1,(¢( — T) N
:k‘[o(p“ﬂﬂ—‘i_——r—“dl_Q(Dl'?([)'
a: 't L({ —7) Il e 1
((“s _1)\(,” @, (7) lt—r ; d‘r—EtDl,‘(t):—_ElD,\e(/),

dalle quali si ottiene subito 1'equazione

T

a*®,, 4
de? 3

2 ’/9 )\ “t Il(l—r) . ) 1
=— — . Ll ok S S50 . i
?"((UZ 1 4 '{\,‘ (Dl"(l—) t—t (I’T -“Dlv-(’)‘ 3(111,..(()

che serve a determinare @,,,.

N
RISOLUZIONE DELL'EQUAZIONE (4) PER 7 INTERO POSITIVO
ED 7 INTERO.NEGATIVO.

Si abbia da risolvere la nostra equazione, dapprima, nel caso par-
ticolare

®) | [ o B dr =00,

eon 7 intero, maggiore di zero. Si pud raggiungere lo scopo, in questo caso,

moltiplicando, intanto, i due membri di (8) per L[(t’—_tt)dt ed integrando
T

fra ¢, e t,. lnvertendo, quindi, al primo membro, le due integrazioni, appli-
cando la (C,) e tenendo conto della (8) stessa, si pud scrivere

s 1.3.5...(2¢ —11)
9 Y L — ==
9 Fi2n-i(n—i)! 2n—1) (2 — 3) ... (2n — 2¢ + 1)><
t ) Li(t—r1) 1
Xg ) =y T P =
&r I,(t—=)
— (D ; T £
LLI. TSRO T R lae).

Basta allora applicare, ad ambo i membri di questa equazione, n — 1
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volte 1'operazione #—1, tener conto delle seconde equazioni (Aj) e (Bs)
o della (8) stessa per trasformare, con tutta facilita, la (9) in un'equazione
differenziale, lineare, a coefficienti costanti, con termine noto, nella fun-
zione ¢(f), dalla quale equazione quest'ultima funzione si potrd determinare.

Termineremo i caleoli nel caso in cui, in (8), si supponga =z = 2. In
questo caso la sommatoria, al primo membro della (2), contiene un termine
solo, e questa equa.zione si pone subito sotto la forma

Il(t — ) 1
/lt /,_ g ’ B} @® t)] 22 (/
[,(t — )
:..,.,‘D-ﬁ‘z“)%{—)"f—w_g,?u).
2
Applicando, quindi, ad ambo i membri di essa, l'operazione —7z—1, con

d 2
l'aiuto delle osservazioni stesse che sono state fatte in generale, si trova
1'equazione
. i 4
(10) ¢"() —z ()=

de®

=2?(di_1\):2w'_?,2(z (a)_z‘ +(7) ‘” )d :—m’,ﬁ,?(t).

Potendosi, infine, ricavare dalla (%) i valori di ¢ e di ¢', per (=14,
’equazione (10) determina facilmente e completamente la funzione ¢(?).
2. Consideriamo ora il caso, pilt genemle, dell'equazione

¢ (s
11 r (7) — //r =) t)
(11) \toq()(l_” win()
con 7 > n. Assumiamo come incognita ausiliaria @_,,,_, € notiamo che la
solita equazione prima delle (B,), la quale, mutando » in —x, si scrive

(m = n) D_py.ppm — 2m D ‘I— (m "_ ) @Peyymer =0,

¢i permette, ponendo, per 7, in essa, successivamente, m —1,m —2, ..., n—+1
di calcolare, nello stesso ordine, per mezzo di @_,,;m € di @_u,m_1, le
altre quantith @_, . m_s, @_nym_s s Ponyn. Teniamo quindi conto del-
I'equazione

! 1
(12) ‘D_u Y (S {l)-n ym+1 + 2,, n! @(t) )
della relazione

f ¢ (l) I"‘LQ lr = w—uvu(‘) )

(13) gy (e

R SR am————

B
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e della (9) che & una conseguenza integrale di quest'ultima. Se in (12) si
sostituisecono a @_,,., . ®_,,,+1 le espressioni calcolate innanzi per mezzo
di @ _,m » @_nym_r, ed il valore di ¢(#) che si pud ricavare da questa
equazione sia sostituito nella (13) e nella (9), basterd operare su queste
due ultime equazioni come in IV, 1 per ricavare un'equazione differenziale,
lineare, a coefficienti costanti in @_,,,,_,, dalla quale quest’ultima funzione
si potra determinare
Si tratti, p. es., di determinare ¢(¢) dall'equazione
‘ [gp('r) I!Ltl_TT) dv = ®_,,s(t)-

0

Possiamo scrivere intanto le tre equazioni

, 1 K; I(t—
@_171=‘DA172+3S[(” s ‘ ‘/’(’)(— %)

Jito t—=

L(t—)
t—7

l/'l,'=(D_l‘l o

: t
g() =200,.,(1) — [ ‘@, () dr
e, con procedimento anche piu spedito che non nel caso generale, eliminandn
¢(f/) fra la prima e la terza di queste equazioni, si ottiene 1'equazione
seguente

I.(t—n7)
T

b
|, () P de=20.,400),

che serve a determinare @®_,., per mezzo di @_,,,. Abbiamo infatti
subito

4 : —
Q_,,=4D_,,,—2 (D_l,i(l)_l(t T)d'[,
It -
e quindi
1 & (&L L —%
§¢(”=4lp_|,z—(p_1‘g—2d[‘.tu,l)_].e(,[) lg_r)df[_

3. Osserviamo, qui, che l'equazione (4), con l'aiuto delle solite for-
mole fondamentali contenute in II, si risolve anche in tutti casi in cui
m ed n sono metd di interi dispari, se si riesce a risolverla nel caso di
n=—+ , m=+ che & quello sul gquale abbiamo richiamato 1'attenzione
fin dal prineipio.

Aggiungiamo, infine, che i metodi precedenti, convenientemente estesi,
permettono di determinare la funzione ¢ anche nel caso in cui, invece di
una sola @, ,, . si dia una combinazione lineare qualunque, a coefficienti
costanti di ¢ e di varie @, ,,. S intende che in questa combinazione lineare
le # ed m debbano essere, perd, o tutti interi o tutti metd di interi dispari,
ed, in quest'ultima ipotesi, anche » = m.




