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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Fisica matematica. — Sulla propagazione di onde elettro-
magnetiche in un conduttore toroidale. Nota II di A. SIGNORINI, -
presentata dal Socio T. LEevi-CIvira.

§ 9. Introducendo le espressioni (14), (17), (18) di e, , €., €5, nella (6),
e ponendo, in generale

1
1) = f Ju(z) Ju(Z) 0" do,

<0

si trova
: e h%|d,, 2 S I® 3

a9  quw=Tlullyg ) [— R, (,ﬁ) —218+

J,— K m__ 1M dll_r /H’ Jll a) )

l l i o Be ( doo /-L// o )
Ne risulta che dovremo:

1°) porre
20) dy=0 =20 & o))
(

— K d,, —
2°) determinare R, ( \) e I (—”—
JOO 4 ‘;00
da minimizzare 1'espressione cui si riduce, in base alle (20), il coefficiente
2

di .

K) (cioé d,;) in modo
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Invero, se le d,; ({=1,2,3..) venissero scelte in modo differente,
comunque si scegliessero poi le dy, dy ecc., sarebbe evidentemente impos-
sibile che, almeno per valori comunque piccoli di ¢, Q" venisse ad avere
il minimo valove che & compatibile colle (11) e (12).
In base alla condizione di minimo sopra specificata, posto

|\(\) J (A /7)

d‘ = st LAVS
218 J,(&kb)
si trova
J,—K
21 ————=d.
(21) . )

Dopo questo, risulta completamente determinata la ¢,,, ed anche la stessa

E!™ tutte le volte che siano trascurabili le quantitd dell'ordine di gran-
dezza di @°. Precisamente, in base alle (14), (17), (18), (20), (21) —
a meno di termini contenenti un fattore del tipo ¢” con » =3, o del tipo

@*cos ¥ con » =1 — si ha:
k Ie'
(22) E‘,;"’=——— r) Cos J[J]( L’)J
/2 rrrb](lsb)' Tt P i o0
) (99:(k0) | 3 3e* Jo(2) |1
+ [ ;m‘*' )‘LOJ“I)("‘*’)//; T ]\

Se poi poniamo

L resistenza effettiva per unitd di lunghezza del conduttore,

R = —
I
dalle (13), (19), (21) segue, a meno di un errore dell'ordine di ¢?:
(23) R= ——A’r L (I“')___‘i’ 18 — | IfY
no 9) B %b 4% ‘

47TGJ (/L/’ o) (/7,
1
"4) possono

S 10. Sard bene di rilevare che gli integrali Ify , 1%V, Re (7b
%

tutti quanti esprimersi per funzioni di Bessel. Infatti (*), gualunque sia [, &
: k -
4) 10 — (/—‘/ J.(kb) J,(/w)) .

Di piii, qualunque siano «, g, P, vale la formola

(@ — ) [ To(«0) Tu(B0) ot do — aP* J,(«P) J.(8P) +

+ 883, («P) Tu(3P) — 26 | Tulee) To(Be) e de

() Ved. loc. cit. (*), a pag. 1 della Nota I, § 8.




— 795 —
{ onde in particolare &

OV .
(25) R, (Z-b) = 57 Du(k0) u(0)..

§ 11. Posto

Rm(] — g
D=9 | ;9" = ol (il;lﬁwg 202 4) -+ cost ,

dalle (2); e (2); segue

EURNR (e e R L L o

o(l—ogcos 9) 29 T (I—ogcosd) 2’

¢10 che prova che nel piano di S le linee &' = cost sono, istante per istante,
le linee di forza magnetica. In base alla (22) tali linee, ed anche Hs ed Ho
risultano determinate a meno di un errove dell'ordine di grandezza di ¢?
Senza insistere su cid, avvertiamo che dalle (2); e (22) segue, per o =1,
’eguaglianza

(27) Hs{1 — o¢ cos 9) =

_ 470 dyee™ (

1 1 :
T T (1) + g cos 9 [é Tu(kb) — 3 kDT, (k0) — J/ch,(lcb)]-{—
2 :
iyl [? Ti(kb) — i T (eh)— % J.(lcb)] g ,

colla stessa specificazione, relativamente all'ordine d'approssimazione, che
vale per la (22).

§ 12. Sia U™ il vettore complesso di Poynting (=£E(’”’/\ﬁ("") !

relativo alla P e @ {] yalore (indipendente da #) del flusso entrante
di U™ attraverso la superficie che racchiude un tratto di conduttore di
lunghezza unitaria. Su tale superficie la componente di U secondo la nor-
male interna sard diversa da zero soltanto in quella sua parte che appar-

! o 4 ; @ —
tiene anche alla superficie del toro, ed ivi avrd il valore 8—E${"’ 15 (4)
7T
Avremo dunque

g g1l
(28) D — c_b_ f E@ Hg")(l — o cos 3) d9 :
o

8w

invero nel sistema di coordinate curvilinee (s, ¢, ) I'elemento di superficie
del toro & espresso da b dzd¥ (1 — g ocosI).

R e e . : . = *




~——

— 796 —

D'altra parte, detto T“ il valor medio rispetto al tempo dell’energia
magnetica per unitd di lunghezza del conduttore, si ha, come & ben noto,

1
Q(m) — Re ((D(m)) T(m) — 0—7, Im((p()n)) X

onde potremo servirci della (28) [per verificare l'esattezza dell'espressione
(28) di R, e] per calcolare T, e il coefficiente d'autoinduzione effettiva

interna
202 T(m)

J2

L=

Introducendo nella (28) i valori per p=1 di E{® e di H{(1— ogcos)
dati dalle (22) e (27), si ha:

" o b2 d \ ZZ N
29) o™= 200 oo' i Jo(kb) J1(%0) -+ |
s 1- kb =
+¢ m* J1(%b) Ji(kb) — 5 0 7agw Jo(k0) JilkD) +
1, kb Jo(kt) 1 Ji(kD) To(kD)
SRRl CORNCDE x7 - Sy iy
3k 1J,(kb) Jo(k8) 3 kb -
AL 3 k0) 1R + 5 of 3, ) LS Jl(kb)Jl(/ib):ls.
Si ha poi
1, kb
60 Lo R 3G TEY

1, Ji(k0) Jo(k) 1
b i sl (j/ﬁb’
Jf_) A//) /7,/1
Ji(kb) k*b®

O[T (kb) — kb TW(kb)] Jo(kb) T(kD))
e J,(kb) pﬁ'—s‘*‘

i ([ d kbJu(kb) 7| kb
2T Ll v T 1
+2 (| kb Ji(kD) Lb) k2 6? Jo(k0) I (’Qb)‘*“
dJi(kb) kb
Ji(kD) g2 b2

Jo(kb) kb i
=& (JJ—(/{/))RK (757 Toe0) 1.(kD) )+

Jo(kb) Ji(kd) =

1 iy
= §Re;a To(ke0) Jy(kb) +

Jo(kD) 3,(k)| =

oy (/b) (/f:/‘z‘](” )J,(/'cb))_

R,
(()J(H))) kb
Ji(kb G /c?/2

Jo(%0) J.(%/})) n
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Poniamo, qualunque sia ¢ ('),

*ay b Ju(kb) T3 kD)
T

e teniamo presente la (24). Dalle (29) e (30) otterremo allora, senza difficolta,

w — R (@m) — ZIE 90 Tuo (o1, ) (JJe(/fb))_
(81) Q™ = R,(®™) = B { 215 + ¢* — I R T.(k0)
—-§ISI) 3 Ju(kb) J( /c[))
g ety ]k|2b2

= (2100.;.@ §F I — I I, M ==

* oJ{(%b) /cb)
o) LA i) o) =
+Ioo Re(J](/Cb)) 4 00+ |/€|2b2 ]
La (31) [efr. anche la (25)] coincide sostanzialmente colla (23); la (32)
fornisce come valore di L

(32) T =% In(@M™) =

x i J
o e L e [M I —191, (ﬁ
83 L=t lel | 07— )+

* oJ1(kb S LT (%0) To (%D
+ R (Fery) — 4 +3 2t ]
§ 13. Studiamo il comportamento asintotico della P al crescere inde-
finito di |%|, trascurando, secondo il solito, nel computo degli elementi locali
del campo elettromagnetico le quantitd dell'ordine di grandezza di ¢, e nel
computo degli elementi globali le quantitd dell'ordine di grandezza di ¢°.
Da formole ben note segue:

. Jo(k0) To(kt) _ . JikD) _
s S S T e S
o\einer . Jo(kbo)
2°) per 0 < 1, qualuanle sia »: (35) lllilm/» T, (50) ()
Essendo 4 — 11/-22 k|, dalle (34) si deduce
‘ |%| kb = ) 144
kb)J (kD))= ——=
\,}Tﬂ<J(kb)J (Bb) &0 GIRRH V2 b
k| kb Ll ) 184853
1 = : Jy(kb) I kb = ST =TT
(,,{fig(Jl(/cb)Jl(/c//) rege T1(£0) (kD) /2 b

*
(*) Con cid Iy verrd a r‘w.ppresent'u‘e il valore dell'integrale

T, oo | i - 4¢3kt

[ved. loc. cit. (*), a pag. 1 della Nota I, § 8].
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e, successivamente,

|%] (l)) : ( |%&] *(l)) 1
1 —T'I =11m _. 1 ———— /=0,1
,,{;‘i’i(le)Jl(/ﬂ,) )T e \ TR0 T(BD) ") 120 ( )

limd =2 .
kj=o 2

Dopo tutto questo, le (22) e (35) permettono immediatamente di con-
cludere che per o< 1, cioé nell'interno del conduttore, & lim E{™ = 0.

|k|=2
Alla stessa conclusione si perverrebbe per H™ ed H{™ ove se ne conside-
ragsero le espressioni effettive.
Sempre dalla (22), come espressione asintotica di Ej™ alla superficie
del conduttore (¢ =1) si deduce

amy (1 +2)eMT , /rnuy

z bem ] o

(1 + g cos 9);

ulteriormente, dalla (27) si ha

9 pivl o
Hm [HEL = =St 212

9
i e (1 4+ @ cos?),

ed ¢ facile il provare che, anche per o =1, &
lim H™ =0.
hj==
" Infine, dalle (23) e (38), tenendo conto anche della (25), si ottengono
(come estensione di ben note formole di Rayleigh-Stefan) le seguenti espres-
sioni asintotiche di R ed L;:

| B =i e (1= %)

_ 1./ we* sﬁ)
[ 1=11/22 (1-2).

(36)

§ 14. Nel caso che |£/4| sia piecolo rispetto all'unita, il comportamento
della P pud essere facilmente caratterizzato sostituendo, nelle formole
generali gia stabilite, le funzioni di Bessel coi loro sviluppi in serie ordi-
nate per le potenze crescenti dell’argomento. Non insisteremo su questo
perché ci riserbiamo di trattare nei prossimi paragrafi il caso di un campo
stazionario (» = £ =0). caso che — come dimostreremo e come del resto
¢ da aspetiarsi — si riattacca con continuita al caso generale al decrescere
indefinito di ». Ci limiteremo soltanto a scrivere le espressioni di R ed L;
per piceoli valori di |4£&| Tali espressioni, quando si trascurino le potenze
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di |%b| superiori alla 72 (e sempre a meno di un errore dell'ordine di ¢°)
sono le seguenti:

|&l b A7 k|40
mr/ﬂ(1+ (o7 L T s
TR kot 9)2 277 k}‘b*:l)
(L“‘ 2 ‘(] 3es 144 % 960 §

§ 15. Per » =0 le (2). e (2); danno

(37)

‘,,(1—ggocosa)}:%SEn(l—e¢0080)§=0»
o

cioé

] 1 08 %
"1 —ogcosd’
ove C & una quantitd (indipendente da ¢ e <) che é legata all' intensitd J
della corrente dalla relazione

L 2 9 20l C =
) — 2 —_ s ’/1 SRR
J ol Cfo edefo = opeine o el g

In conseguenza (cfr. § 4) fissato il valore di J la condizione di mi-
nimo pel calore di Joule sard soddisfatta da un campo elettromagnetico
stazionario (E® , H™?) allora e allora soltanto che sia

Q)?J(Ol
2710'1;'3(1 — 711 — ¢?) (1— go cos (/)’

(38) E;m,()) —_ E:m,l)) - 0 El('m,O) =5

In base alle equazioni

4L" E®™9 — yot H™o  div H™m — () :
(4

¢io individua il campo elettromagnetico a meno dell’aggiunta di un campo
di forza newtoniano al campo magnetico.

§ 16. L'espressione ora ottenuta per E{™® si pud anche considerare
come individuata per £ =0 dalla (4), in base alla condizione che, subor-
dinatamente all'eguaglianza

(39) J<°>=af B, dS
S

R e
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risulti minimo
QRUI=T0: (Ei(l — o cos ¥) dS.
<8
Invero:

1°) la (4), per la sua stessa origine, & soddisfatta, quando sia £=0,

da E,=E™%;
2°) per una qualunque E, che soddisfi alla (39) e non coincida con

E™9 | si ha:
(B0 —opeos 9) ds = | B 4 [By — BT (1 — gy cos 9) a5 =
S /8

— [ [Br9T (1 — og cos 9) a8 + [ [B — B2t (1— o cos 9) dS +

<8 S

2J(0)

= fE dS— fE(M as!
2o (1—1/1 — ¢?)

>f [E{™972 (1 — og cos 9) dS .

Questa osservazione prova che al decrescere indefinito di » la E si riduce
Jw

alla E®®, purché, s'intende, nel passaggio al limite si sostituisca J con /—5;
1

e in conseguenza da modo di togliere 1'indeterminazione gia rilevata per

la H™® permettendo di assumere

(40) H®T = lim H®.

=0

§ 17. Per eseguire in base alla (39) il calcolo di H{™?, H™?, basta,
in conformita alle (26) determinare il limite di @ per » = 0. Introducendo
in @ I'espressione (22) di E,, ove le funzioni di Bessel siano state sosti-

tuite coi loro sviluppi in serie e si sia posto J7/2=J©, si trova senza
difficoltd (pur di scegliere convenientemente la costante indeterminata che
compare nell’espressione di ¥):

(0)
(41) lim ili=4J_°‘ (pg cosdl: J—{—

T r48+48 ‘ 312 94];'

v=0 (4 b (
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Corrispondentemente si ha

SH;,,,‘D)= 4J“”59+¢cosu[ s 4 ]+9J 9[2 g

ch

? o 4J© gp sen J :]
Y SRR

ove, come nella (41), per quello che riguarda l'ordine d'approssimazione &

da mantenere la specificazione che vale per la (22). In particolare risulta

dalle (42) che nel punto C H™® 6 & normale al piano della circonferenza
direttrice del toro e in grandezza =—-L°)
12¢b

Le (42) possono anche servire a determinare per » = 0 l'energia ma-

gnetica e 1'autoinduzione interna del conduttore. Eseguendo il calcolo si trova

(42)

¢id che da una verifica della (37),. Una verifica della (37), pud aversi
dalle (38), in quanto, eseguendo in base ad esse il calcolo di R per » =0,
si trova

1 ¢ 1 et )
4

& o

= 2mok? = T mob?(

Matematica. — Sulle soluzioni fondamentali delle equazion:i
integro-differenziali. Nota II di N. ZriLon, presentata dal Socio
V. VOLTERRA.

6. L'espressione (IV) vale per i due tipi d'equazioni integrali, e evi-
dentemente essa & un integrale che dovrebbe calcolarsi per mezzo del teorema
del Cauchy. Il caso di un'equazione del tipo del Fredholm si complica, per
la presenza dei poli della D e anche per la difficoltd di sviluppare questa
funzione nella prossimitd dei punti g, , 8., radici dell’equazione

) (EE) + o+ 1—0.

Prendiamo il caso del Volterra; un residuo allora non pud provenire
che dalle radici 3, ,8., e la D si sviluppa facilmente. Sia 2 >0, e

) 8 =_le—|—-z'r ﬂ,g/+z:xz+ig/r
S L w4y
rt=—g® 4yt g%
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