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coide del Dini), si sa che, nell'applicazione indefinitamente ripetuta dei pro-
cessi di trasformazione, si conoscono delle nuove superficie, senza alcuna
integrazione, le trasformate di Lie e di Bicklund, e sopra di queste le
linee geodetiche. B cosi anche la ricerca delle corrispondenti superficie, con
linee di curvatura di un sistema lossodromiche, dei coni che le proiettano
da un punto fisso, si compie senz'altro iz termini finiti.

Meccanica. — Horma mista di equazioni del moto, che con-
viene ad una particolare categoria di sistemi meccanici. Nota del
Socio T. Levi-Crvita (%).

Nel dar forma esplicita alla regolarizzazione del problema piano dei
tre corpi, secondo il criterio esposto in una Nota recente (*), ho riconosciuto
I'opportunitd di ricorrere ad un tipo misto di equazioni del moto, che pud
essere vantaggiosamente usato anche in altri casi. Questa circostanza e,
sopra tutto, il desiderio di rendere piu agile la Nota che dedicherd prossi-
mamente alla esplicita regolarizzazione suddetta, mi consigliano di stabilire
a parte alcune formule preparatorie e la conseguente deduzione delle equa-
zioni miste. Tutto si riduce, come agevolmente si capisce, a combinazione
appropriata dei procedimenti abituali; non priva tuttavia di qualche ele-
ganza, e resa qua e 1a piu spedita da concetti e notazioni di calcolo vet-

toriale.

1. — RICHIAMO D'UNA CONSIDERAZIONE CINEMATICA
povuTA A KircHHOFE (7).

Sia C un corpo rigido givevole attorno ad un punto O. Si designino
con OZnZ gli assi cui viene riferita 1'orientazione di C; con Ozy (v=1,2,3)
tre assi mobili solidali col corpo (costituenti al solito un triedro trivettan-
golo congruente ad O0%q{); con o la velocita angolare (di C rispetto agli
assi 0&nQ).

Sia f un generico vettore fisso (vispetto al riferimento OZr<). Al variave
del tempo ¢, varia (in causa del moto di ) l'orientazione del vettore f,

; : : 4 b af
rispetto agli assi Oz, x; ;. Designeremo indifferentemente con 2p ovvero

con f, la derivata di f, presa in tale accezione. Essa dovrebbe chiamarsi

(*) Pervenuta all'Accademia il 19 agosto 1915.

(*) Sulla regolarizzazione del problema piano dei tre corpi, in questo stesso volume
dei Rendiconti, pp. 61-75.

() Cfr. Vorlesungen tiber mathematische Physik, B. I, Mechanik, lezione V, § 8.




relativa, attribuendo invece la qualifica assolute alle derivate prese con
veferenza agli assi fissi OEnC. Nei paragrafi sequenti considereremo esclu-
sivamente derivate della prima specie.

DALY

le derivate assolute, si ha

Designando qui, per un momento, con
h (

manifestamente
’/uﬂ f
< = 0.
at

Giova poi rammentare che, per un vettore m comunque variabile, sussiste

la relazione generale

d9m _ dm
dt  dt

(1) +o/Am.

Per m del tipo f (fisso rispetto agli assi OZr(), se ne ricava

df
(2) 1 =fAw.

dt

Cid premesso, immaginiamo, ad ogni istante 7, attribuito a C un arbi-
trario spostamento infinitesimo, a partire dalla posizione che ad esso compete
nel moto considerato. La successione delle posizioni, in tal guisa modifi-
cate, da luogo al cosi detto moto variato.

Sia ¢ (vettore) la rotazione elementare atta a realizzare lo spostamento
attribuito a C nell istante /. Un generico vettore f (fisso) subird in con-
seguenza, rispetto al triedro mobile Oz, z:2;, una variazione 3f definita da

(3) of =f/\e.

Nel passaggio dal moto originario al moto variato, anche la velocitd
angolare » subird un certo incremento Zw, che si calcola subito in base
alla stessa definizione di velocitd angolare. Infatti, nel moto originario, la
rotazione elementare, con cui C passa, dalla posizione che gli compete nel-
1'istante ¢, alla posizione dell istante # - d¢, @ espressa da wdZ. Nel moto
variato, fra le due orientazioni di C relative agli istanti ¢/ e ¢ d¢, inter-
cede un divario ulteriore di de: un tale incremento (verificantesi nel tem-
puscolo d¢) va riferito agli assi fissi e si precisa quindi sotto la forma
AL
dat
segue, in base alla (1),

dt. 11 suo rapporto a df fornisce la cercata espressione di dw. Ne con-

de

w=—+w/¢&.

(4) =

[




2. — DEFINIZIONE DI UNA PARTICOLARE CATEGORIA
DI SISTEMI OLONOMI.

Sia S un sistema olonomo a vincoli indipendenti dal tempo, dotato di
n -+ 8 gradi di libertd, specificati come segue. La configurazione del sistema
& univocamente individuata da » parametri lagrangiani ¢n (h=1,2,....2),
in concorso coll'orientazione di un corpo rigido C liberamente girevole, il
che importa tre ulteriori gradi di liberta.

La dipendenza dall’orientazione di C pno, se si vuole, pensarsi diretta-
mente realizzata a mezzo di tre parametri (per es., i tre angoli di Eulero),
o, indirettamente, pel tramite di elementi geometrici sovrabbondanti. quali
coseni direttori o vettori unitari: ad es., i tre vettori fondamentali u,
(v=1,2,38) corrispondenti agli assi del triedro Ox,x.z; solidale con C;
od anche — ed & questo il criterio cui ci atterremo — pel tramite degli
altri tre vettori fondamentali @, £ .y, che individuano il triedro fisso OZxC
rispetto al corpo C.

Le componenti o, By,yy (v=1,2,3) di tali vettori si identificano
naturalmente coi nove coseni direttori. Le formule (di Poisson)

' de _ ap _ dy __
(2" dt—a/\m ] dt—ﬂ/'\w x dt_)/\w

appariscono in conformitd casi particolari della (2), e assicurano che le ve-
locitd dei punti del sistema S possono in definitiva risguardarsi quali fun-
zioni lineari ed omogenee delle derivate ¢ dei parametri ¢, e del vettore o,
o, se si vuole, delle sue tre componenti w, secondo gli assi Oz, z,xs.

La forza viva T di S si presenta, cosi, quale forma quadratica degli
n -+ 8 argomenti ¢, w,, i coefficienti potendo dipendere (in modo qualunque)
dalle g5 e dall'orientazione di C: diciamo dalle gn e dai vettori e, pg,y.

Nell'ipotesi che il sistema S sia sollecitato da forze conservative, la
relativa funzione delle forze U potrd egualmente risguardarsi dipendente
dalle g e da a,f,7.

La funzione lagrangiana

fimm T~ U

sard cosi funzione di tali argomenti e delle n -3 caratteristiche cinetiche
{qn , 0y, che compariscono quadraticamente in T.

Renpicontr. 1915, Vol. XXIV, 2° Sem. 31
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3. SPOSTAMENTI VIRTUALI — MOTO VARIATO — IPOTESI COMPLEMEN
TARE SULLA DIPENDENZA DI L DALL'ORIENTAZIONE DI C — KSPRES-
SIONE DEL 3L .

~

Uno spostamento virtuale di S, ad un generico istante #, pud ritenersi
individuato dagli incrementi 3¢, dei parametri ¢, in concorso (ofr. § 1)
con una rotazione elementare &, questa e quelli affatto arbitrari.

Subordinatamente avremo, a norma della (3),

o7

B=pNe , By=ypAs,

a/\&

»
(49}
-
o7
R

e 2w definito dalla (4).

E inoltre chiaro che 3L sard necessariamente funzione lineare ed omo-
genea delle 3¢, ,3g, e dei due vettori &,3w, o, se si vuole, delle loro com-
ponenti &, , 3w, secondo gli assi Ox, &, a5 .

Dacche 3gn, 374, 5wy sono variazioni di quantitd g, qn,wy, che effet-
tivamente appariscono in L, i relativi coeffieienti in 8L coincidono colle

5 ... oL L 2L

derivate parziali — , — , —

Rl Mh Wy

direttamente esprimibili quali derivate di L, ma si desumono dall incre-

mento parziale che L subisce facendo variare 1'orientazione C, ossia attri-
buendo gli incrementi (3') ai vettori @, g, y. Avremo, comunque,

; mentre 1 coefficienti ¢, delle e, non sono

” 3
sL=3 gi 3 %{% a,'],.,) +2, (;f Bwy 4 & e\,) .
Per lo scopo che abbiamo in vista, giova fissare l'attenzione sul caso
in cui L dipende dall'orientazione di C pel tramite d'uno solo dei tre vet-
tori @, g ,y. In conformita, ammetieremo da ora innanzi che L dipenda
esclusivamente da y.
In tale ipotesi la variazione parziale

)L=Zve,av :
1

dovuta alla rotazione elementare &, si riduce manifestamente a

&y (1),

S
Y

v

le 2y, essendo definite dalle (3').

(*) Va notato che, dall’essere ben determinata la dipendenza di L dal vettore y,

non risulta egualmente determinata 1'espressione analitica di L in termini di A s
sa dell’identita + - L . L Py

e ¢iv in causa dell'identita v} 472+ +2=1, la quale consente di attribuire all'espres-
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Introducendo il vettore I', che ha per componenti

AL
5) ==

v=1,2,3)

rigpetto agli assi Oz, 2,25, si pud scrivere
AW=IX3y=ITX(y/Ne)=eX(TAy).

Le e, del caso generale si identificano pertanto, nell’adottata ipotesi,
colle componenti del prodotto vettoriale

r Ay ().

Introducendo un secondo vettore &, definito dalle componenti

(v=l.2.3 ,

(6) Q=" —

si attribuisce alla variazione totale oL della funzione lagrangiana 1’espressione

< & oL 10 e ;
OL=Eh(thth—l—g—éO(/h)—’—QXJM‘f—(F/'\)')Xé.
1 h

Avuto riguardo alla (4). ove si ponga
(7) Mo=RNwo-4+TAy,

si & condotti alla forma tipica

3in ) + Oo X &+ 2 X |

2L
8gn —+

8 BTty ( .
®) 2 T2\ n An

sione analitica suddetta infiniti aspetti formalmente distinti. Cid non pertanto si arriva
poi sempre, come & naturale, allo stesso valore di L. Infatti due diverse espressioni L’
ed L” possono differire soltanto pel fatto che I'unita vi & talora sostituita dal trinomio
u=1"}+ 12+ 72. Siccome du =0 [per la terza delle (3")], cosi la differenza

L7 AL
du

du Qu

¢ pur nulla, c. d. d.

(*) L'osservazione (testé fatta in nota) circa 1'indeterminazione dell'espressione for-
male di L si riverbera nel fatto che il vettore I', avente per componenti le (5), dipende
esso stesso dalla forma che si attribuisce alla L. Perd 1'indeterminazione si riduce (nelle
componenti) a termini addizionali della forma g—ll‘l S\—: = 3—3 Yy, ossia, vettorialmente, ad
un vettore parallelo a y. Nel prodotto vettoriale I' /\ », questo non reca contributo alcuno.
B quindi indifferente, vei riguardi del 21, I'espressione di L, in base a cui viene intro-

dotto il vettore I'.
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in cul somo messi in evidenza i coefficienti delle singole caratteristiche

3gn., & e loro derivate 3¢,

&

4. — BEQUAZIONI DEL MOTO IN FORMA EULERIANO-LAGRANGIANA.

La materiale applicazione alla (8) della regola formale, in cui si tra-
duce il prineipio 'di Hamilton (*), dd luogo alle seguenti equazioni del moto :

s 4 L s (h=1,8,..,5),
(8 dt Vqn An

10) 49—,

L dt

la derivata vettoriale dovendo essere presa — ben si intende — nella® stessa
accezione sotto cui si presenta quella di ¢. cioé (§ 1) con referenza agli
assi Oz, 2.2

La (10) equivale percid alle

dQ,

dt

= 9, (v=1,2,3).

in base alla (7). Ove si con-

Si possono ulteriormente esplicitare le Mo,
dell"indice v congrui rispetto

venga di riscuardare coincidenti due valori
al modnlo 3. si ha tosto
v=1,2,3).

BN D)

M. —{( 3
DN, = (22y+1 Wyge ==y+2

Wytr) + *l‘v+1 Tvre — [‘v-«:Yv+|)

E appena necessario aggiungere che il sistema (9), (10) va completato

colla terza delle formule di Poisson [terza delle (2')], cioe
d
(11) (“7 = y/\lwr, i

rimanendo, cosi, complessivamente definite le derivate seconde delle ¢, e
prime delle w,,v, in funzione delle ¢j. qh 5 Oy 5 Yy -

5. — HEsemrio.

Un'illustrazione ovvia di quanto precede & offerta da un solido pesante,
liberamente girevole attorno ad un suo punto O, il quale punto si suppone
costretto a percorrere una retta verticale (mediante vincolo privo d'attrito).

Si ha un sistema materiale S con quattro gradi di libertd, la cui posi-
zione pud pensarsi individuata dalla quota verticale ¢ di O rispetto ad un

(*) Cfr. per es. Kirchhoff, loc. cit., lezione ITI, § 3.
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sistema di assi fissi Q1C, con QC verticale verso il basso, nonché dall orien-
tazione (rispetto agli assi suddetti) di una terna solidale Oz, x,x;, che
riterremo costituita dagli assi principali d'inerzia velativi al punto O.

Essendo <, ,v.,Ys 1 coseni direttori della verticale rispetto agli assi
mobili, le componenti della velocitd di O secondo tali assi valgono ordina-
tamente ¢y, . Y2, ¢Ys -

Il corpo ipotetico C, considerato precedentemente, & senz’ altro identifi-
cabile collo stesso solido S: ci troviamo quindi nelle condizioni indicate
al § 2.

Dalla ben nota espressione generale della forza viva di un solido in
funzione delle sei caratteristiche (notando che, nel caso presente, ove si
assuma O come centro di riduzione, esse SODO §Yy 5 ¢V » Y3 » ©1 , Ws , W),
si ha tosto

LAVl 4+ MgA,

=
n
:
!

i

dove M & la massa del solido. A, il suo momento d'inerzia attorno all'asse
Oz, e

¢, ¢s, ¢y designando le coordinate del baricentro G rispetto agli assi solidali.
Rappresenteremo con d il vettore G — O di componenti ¢, ¢, ¢ .
La quota verticale di G vale manifestamente

1+ Y. on;
1
pereid, detto P il peso del corpo, la funzione delle forze rimane espressa da

:‘4
U=P(¢+ >, om)-
1
Ne consegue

3 8i
T U Tl S 2 \_VAYw%—}-Mf/A—}—P(g-—[—\Tvcv*(.,).
1

Come si vede, L dipende da ¢, 7 ,wy,Y (v=1.2,38), oltre che dalle
costanti M, A, . ¢y, P: si trova quindi soddisfatta 1'ipotesi complementare
del § 3.




Le (5) danno

24
[, = Pe, + Mj

== Poy + I\[f[ (Wy41 Cyae — Wyt (‘v+1) '

Yy

& |

donde apparisce che il vettore I' non & altro che

Pd 4+ Mjo Ad.

Siccome ® /A d rappresenta la velocitd relativa w del baricentro G rispetto
ad un sistema di assi paralleli agli assi fissi coll'origine in O, si pud anche
scrivere, pil semplicemente,

r=Pd+Mjw.

Si sa, dalla teoria dei sistemi rigidi, che le derivate parziali della forza
viva rapporto alle caratteristiche w, coincidono colle componenti del momento
delle quantita di moto rispetto al centro di riduzione: il punto O, nel caso
nostro. Percid il vettore £, definito dalle (6), si identifica qui col momento
risultante delle quantitd di moto del sistema rispetto ad O.

Posto, per brevita.

M=MjwAy,
la (7) diviene
Moo=l ANwo+dA\Py+ M.

Il secondo addendo e manifestamente il momento del peso Py, applicato
in G, rispetto al punto O. Basta quindi scrivere la (10) sotto la forma

d.
(10) %24-0)/\9:'1 \ Py 4+ M

per riconoscervi compendiate le equazioni di Eulero (che varrebbero se O
fosse fisso) col termine addizionale M: in esso si rispecchia l'influenza della
mobilita di O sul moto di rotazione del corpo.

Le equazioni di tipo lagrangiano [(9) dello schema generale] si ridu-
cono presentemente ad una sola: ed e

04
Moo (3+4)—P=0.

Scrivendola

9’ P I[A
b  — — — —
) 1= M dt

L]

o : dA . .
rayvisiamo nel termine — 0 I'accelerazione perturbatrice (rispetto a quella

d
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Jrenie e .
normale della gravita o ), che si riscontra nella caduta di O, per effetto
della rotazione del solido. Mediante le (10') e (11), si possono eliminare

dA : :
da 7 le derivate delle w,,yy, rimanendo cosi caratterizzata la perturba-

zione mediante lo stato di moto del sistema.

6. — OSSERVAZIONE D INDOLE GENERALE CONCERNENTE LA INTERPRETA-
BILITA DI QUALCHE COMPONENTE DI £ COME MOMENTO DELLE QUAN-
TITA DI MOTO DI S.

Nel § 1 abbiamo supposto, astrattamente, che la posizione del sistema
materiale S dipenda, in modo univoco, da certi parametri ¢ e dalla orien-
tazione di un corpo (fittizio) C, senza perd fare alcuna ulteriore ipotesi
sulle modalitd di quest'ultima corrispondenza.

Pud in particolare accadere che la corrispondenza fra la posizione di S
(per valori generici attribuiti alle g) e l'orientazione di C abbia qualche
aspetto prossimo all’ identitd: sia tale, per es., che ad una rotazione elemen-
tare di C attorno ad un asse determinato — diciamo Oxz; per fissare le
idee — corrisponda una identica rotazione d’insieme del sistema S.

In tal caso, ove si consideri il passaggio del sistema S dalla posizione
che gli compete nell'istante ¢ a quella che va ad occupare nell'istante
t-dt, & chiaro che la velocitd v di un generico punto P del sistema si
pud scindere in due addendi, uno dei quali & il contributo che si avrebbe
qualora C ruotasse esclusivamente attorno all’asse Oxs, rimanendo inalte-
rate le ¢, mentre il secondo, v*, & dovuto a variazione delle ¢ e rotazione
attorno ad un asse perpendicolare ad Ouzs.

Il primo addendo, detto w, il vettore unitario corrispondente all'asse
Oxz;, vale

w;u; A (P—0).
Si ha, in conformita,

v=uwzu; \ (P—0)Fv*,

dove — ed & questa la circostanza essenziale — v* mnon dipende da w,,
ma soltanto dalle altre due componenti w,,w; di @ (oltre che dalle ¢ &
dalla posizione del sistema).

Ne bonsegue

‘-D—v=llg/\(P_O)-

Wg




SOV
Cid posto, ove sia m la massa dell'elemento circostante a P, si ha,

per definizione,
T=1>mvXyv,

il sommatorio intendendosi esteso a tutti gli elementi materiali del sistema.
Deriviamo T rapporto ad ws, ricordando da un lato la (6) e dall’altro

: SR RV
|'espressione teste ricavata per e Si ha tosto
(O

Q=D [mvXju, A\(P—0)]=us X D> [(P—0)A mv].

Il coefficiente di us nel prodotto scalare testé seritto si presenta come il
momento risultante K delle quantita di moto del sistema S rispetto al
punto O. Si ha quindi

th: K; )

rappresentandosi ovviamente con Ky (v=1,2,3) le componenti del vet-
tore K secondo gli assi Oz, 225 -

Di qua il teorema: Ogniqualvolta una rotazione elementare dell’ipo-
tetico corpo rigido C. attorno ad un asse qualsiasi passante per O, corri-
sponde ad una identica rotazione d’insieme del sistema S, la componente
del vettore £ rispetto all'asse di rotazione coincide col momento risultante,
rispetto allo stesso asse, delle quantitd di moto di S.

In quest'enunciato & detto asse qualsiasi passante per O, mentre la
dimostrazione formale testé esposta contempla 1'asse coordinato Ox; (soli-
dale con C). E chiaro tuttavia:

1°) che, se si tratta di un altro asse qualsiasi, supposto pure soli-
dale col corpo, basta assumerlo (come & certo lecito. non essendosi fatta
alcuna speciale ipotesi sulla terna Oz, z,z;) quale asse Oz, per accertare
che la conclusione sussiste;

2°) che, se anche l'asse in questione ¢ concepito variabile col tempo
rispetto a C (per es. fisso rispetto agli assi OZnC), basta aver riguardo alla
posizione da esso occupata nel corpo nell istante gemerico che si considera.
Infatti la precedente dimostrazione fa intervenire solfanto la distribuzione
delle velocita ad un dato istante: & quindi inessenziale 1'ipotesi che sia
solidale con C l'asse attorno a cui C ed S ammettono rotazioni elementari
identiche.

CRD.EDS

Va da sé che se, per tre direzioni indipendenti, vale I'eguaglianza delle

componenti di 2 e di K, si ha addirittura

R=K:

tale & il caso dell'esempio riferito al § 5.
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7. — MODIFICAZIONE DELLA FUNZIONE LAGRANGIANA.

L’ ipotesi, introdotta fin dal principio, che il sistema S possegga 7 -3
gradi di liberta, implica che la forma quadratica T negli 7 -4 3 argomenti
qn, wy sia irriducibile.

T 2T

gn’ dwy
funzioni lineari ed omogenee nelle ¢, ,w,, riescono indipendenti. Percid e
equazioni

(12)

Ne viene che le » - 3 derivate parziali , considerate quali

2T ;
S (h=1,2,..,2),
T

— O = ¢
(6) o = (v=1,2,3)

sono complessivamente atte a definire le #» 4 3 quantitd ¢, ,w, in funzione

lineare dei secondi membri ps, Qy, i coefficienti dipendendo in modo qua-

lunque dalla configurazione del sistema, ossia (§ 3) dalle ¢ e dalle y,.
Poniamo (con ovvia estensione del procedimento di Hamilton)

n 3

(13) Hzilxphéh+2v QvLLN—L.
1 1

cid che, in base alle (12) e (6) (per essere T omogenea di secondo grado
negli argomenti ¢»,w,, ed L=T - U). equivale a

(13") H=T—T.

Risguardiamo tale H quale funzione degli argomenti pn,Qy,gn, vy,
immaginandovi sostituite le ¢, w,. che figurano nella formula di defini-
zione, mediante le loro espressioni desunte dalle (12), (6).

Avremo da un lato

n (3 . “H ) s (2H . 2H .
B> (2 apy b - > (280, o) -
H T,,(mozwm )+ 3. (35,5043 o

D’altro lato la materiale differenziazione della (13), tenute sempre presenti

S L L
le (12) e (6) I:sotto la forma p,.-)—éh ] Q\,=m:], da

kg L ) > AL
gl B ol g S ( eI 5)
1 }r"(q" B g T el 2R o

RenprcontI. 1915, Vol. XXIV, 2° Sem.
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Il confronto delle due espressioni di 3H, dacché gli incrementi 3py , Oy ,
3Q, , By, si possono assumere ad arbitrio ('), fornisce le relazioni

. H
(14) N
L YH
B = L Ri=="1E 2N )5
(15) An RIS (
2H
(16) ™= 50,
(17) 2 (=1,2,8),

che possono naturalmente considerarsi come altrettante identitd, in virtu

delle (12) e (6). Pit particolarmente le (14) e (16) si identificano colle risol-

venti delle stesse (12) e (6) rapporto alle’ gn,wy; le (15) e (17) esprimono

(in modo comprensivo, a mezzo della funzione H) il risultato della sostitu-
2L L

zione delle g, w, tratte dalle (12) e (6) in S

8. — FORMA CANONICO-EULERIANA DELLE EQUAZIONI DEL MOTO.

La funzione hamiltoniana H, costruita nel modo ora detto, basta da
sola a dedurre le equazioni del moto di S sotto l'aspetto di sistema di
prim'ordine nei 2z - 6 argomenti

Pthh‘Qv»Yn

esprimendo altresl le T, w, quali combinazioni in termini finiti degli argo-
menti indicati.

Lo si constata ovviamente, trasformando le (9) e (10) mercé le (14),
LRy

Anzi tutto la definizione (5) delle I'y, in virtu delle (17), si scrive

(18) I‘,=—);({ v=1,2,3).

(*) A dir vero, le vy designano coseni direttori e sono quindi legate dalla relazione
412+ 1i=1. Nulla vieta perd di risguardare provvisoriamente, nella definizione
(18) di H e nelle (6) e (12), le tre v come indipendenti, e con cid i loro incrementi
come arbitrari. Le (14), (15), (16) e (17) risultano, cosl, necessarie conseguenze delle (6)
e (12), qualunque siano le 7 (noncheé le ¢,p,2): in particolare, quindi, se si torna ad
attribuire alle 7 il loro effettivo significato di coseni direttori.




= oy —
Si intende, poi, che tali Ty e le Q, si ritengono qui ancora compendiate nei

due vettori I' ed £2; mentre le

__JH
i 2Q

sdy

(16)

(v=1,2,3)

individuano il vettore w. Con cid seguita a valere la definizione (7) di 9,

(7) %:.Q/\w—}—r/\y’
e il gruppo (euleriano)

d
(10) o 2= oo

non richiede ulteriore modificazione formale.
I1 gruppo (lagrangiano) (9) diviene invece, attese le (15) e la defini-

zione (12) delle pj (che equivale a p, = 3—1‘)
(9h
dp__ oH
42) & Tl s S St
cui vanno associate le
dgn _ DH
(14) e, (h=1,2,...,n),
e la formula (vettoriale) di Poisson
dy
(11) et No.
Complessivamente, il sistema
dpn __ QM g _ dH
e e e o == s
afo
— = O
(I (T») L N ,
dy
(Ic) di = )’/\ w ,

costituito, come si vede, dalle (19), (14), (10) ed (11), definisce le deri-
vate dei 2% -6 argomenti py, gn, Ry, Yy in funzione degli argomenti stessi.
Le (18), (16) e (7) assicurano che i secondi membri si esprimono esclusi-
vamente per mezzo della H.
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9. — I[NTEGRALI DI TIRO GENERALE POSSEDUTI DAL SISTEMA (I).

La (I) implica y X y=vyi+Y: + vi = cost, il che & gia sottointeso
(colla specificazione che la costante abbia il valore 1) nell'interpretazione
delle vy quali coseni direttori. A prescindere da questa identita geometrica,
due sono gli integrali effettivi ammessi in ogni caso dal sistema (I): 1'in-
eorale delle forze vive che, a norma della (13'), assume la forma

(20) H = cost;
e 1'integrale
(21) 2 X y=cost.

Il primo membro & la componente Q; di £ secondo l'asse fisso Of. Ogni-
qualvolta somo applicabili le considerazioni del § 6, si tratta del corrispon-
dente integrale del momento delle gquantitd di moto (o delle avee).

Ecco la verificazione diretta dell’esistenza dei due integrali. Si ha in

primo luogo

E_ = 2H dpx EH, «/«/,,)_{_% 2H dQ, YH d‘,’v)
dt _—“( dpn dt dgn At T'()Qv dt N

Il primo sommatorio & nullo, in conseguenza delle (I); il secondo, attese
le (16) e (18), si secrive

dQ, dy, af d

Nalie —T v} enEend A 1 adl

T‘(“‘ dt Y dt ) e a

- 19 d
Sostituendo per 2= ¢ 2L 1e loro espressioni (I) . (1), risulta
at dt i ’

1H -
E{/—[—Qlc*)((u_(yf,w)xr.

11 secondo membro & identicamente nullo, in virtu della (7); e quindi
dH

dt
Quanto al prodotto scalare £ X y, la sua derivata e
ae dy
==l C 7 D XL
g OFAXGE

ossia, per le (I) e (I,),
Mo Xy+42X(y o),

che va pure a zero in forza della (7),

c. d. d.




