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Matematica. — Sopra una classe di sistemi w'" ortogonali.
Nota del Socio Luter Biawcar (*).

1. Nella Nota inserita nel fascicolo 10° (1° semestre 1915) di questi
Rendiconti (*), ho considerato una classe di sistemi tripli di superficie orto-
gonali dello spazio ordinario, che dipende in modo singolare dalle superficie
pseudosferiche. Dimostro, ora, che esistono nello spazio S, euclideo, ad 7
dimensioni (z = 3), sistemi ##" di ipersuperficie ortogonali, che ne costi-
tuiscono la naturale generalizzazione. La loro ricerca dipende essenzialmente
dalla integrazione di un sistema differenziale [sistema (C), n. 8], che offre
un notevole esempio di sistemi lineari canonici, completamente integrabili,
del Bourlet.

Per maggiore chiarezza, ricordiamo le formole fondamentali pei sistemi
2P ortogonali nello spazio S, euclideo ad 7 dimensioni ().

I1 quadrato dell'elemento lineare ds dello spazio, riferito al sistema nr¥
ortogonale (u, , .. ...,u,), assuma la forma

(1) ds* =dai—+ daj—+-- - + dap = Hi dui + Hi dud - - - - + H? du2
dove @, , s, ..., 2, indicano le coordinate cartesiane ortogonali del punto

(*) Pervenuta all’Accademia il 10 settembre 1915.

(®) Sopra una classe di sistemi (ripli di superficie ortogonali (seduta del 16
maggio 1915).

(*) Ved. Darboux, Legons sur les systémes or hogonauz et les coordonnées curvili-
gnes, livre II, chap. T (28me ¢dition, 1910).

RENDINOOTI. 1915, Vol. XXIV, 2° Sem 34
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variabile. Le condizioni perché questo ds® appartenga all'S, euclideo, date
dall'annullarsi dei simboli riemanniani a quattro indici per la forma diffe-

renziale > H®du®, aquistano, colla introduzione delle n(z — 1) rotazioni

1 dH
J"‘\.= ~ A (’:%:/l) ’

H; du;
la forma seguente:

\ ik = Bu B K’:‘:k:#:/)

Y

k:\) N3 \D) (R3]
IMik JP ki =
e D i B -
Ui didp .

Qui, nelle formole della prima linea, bisogna far percorrere ad (z,%,/)
tutte le terne di indici diversi prese fra 1,2,3,..,2z; e nelle (A) il
simbolo sommatorio

(i,k)

<
o

sta ad indicare che 1'indice variabile 4 assume tutti i valori da 7 a =z, con
esclusione dei due valori particolari i,k .

Ad ogni sistema (83). integrale delle (A), corrispondono infiniti sistemi
2P ortogonali (paralleli). Ciascuno di questi é individuato da un sistema
di valori di (H,.H.,... H,), assoggettati soltanto a soddisfare alle equazioni
differenziali
AH;
QU

(B) =P)ki H]i (Z:‘# /‘7)1

le cui condizioni d'integrabilita sono identicamente soddisfatte, a causa delle
(A) della prima linea, talche 1'integrale generale (H, ,H., ..., H,) dipende
da n funzioni arbitrarie, potendosi assegnare ad arbitrio la funzione della #;
(variabile parametrica) a cui si riduce la H; quando le rimanenti variabili
(principali) assumono valori iniziali dati #} .

2. Tatti gli infiniti sistemi 2#" ortogonali, corrispondenti alle medesime
rotazioni By, hanno a comune, in ogni punto (%, ,#%.,..,%,) dello spazio,
Vorientazione dell'#** principale, i cul coseni di direzione degli spigoli
gono dati dalle formole

I'indice inferiore 7 riferendosi allo spigolo (), il superiore » all'asse (z,)

a cui é relativo.
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Questi coseni di direzione, indipendentemente dall’indice superiore 7
che omettiamo nella scrittura, soddisfano al sistema di equazioni ai diffe-
renziali totali ('):

20X

"
~ W e

X {
B (=" nY ﬂ).ix? .

oU; w

o

(a)

Queste, note le By in funzione delle %, determinano perfettamente gli
n® coseni X{”, a meno di una sostituzione ortogonale a coefficienti costants,
cioé a meno di una rotazione nell' S,,.

Scelto un qualunque sistema integrale (H, , H, , ..., H,) delle (B), resta
determinato per quadrature (a meno di una traslazione) il corrispondente
sistema 7?%" ortogonale dalle formole

(2) DyvzH,-X:” (Pl e a7l

Introduciamo ora, insieme colle z funzioni H;, le altre
Wirs \Wieis =0 Wi
che danno le distanze (algebriche) dell'origine dalle z facce dell z°dro prin-

cipale, cioe

(3) Wi 2 X7 (EE=lh2 )
[n virtu delle (@), queste soddisfano al sistema di equazioni a derivate

parziali

WW;

(B*)

WUy

— B W Gk,

che diciamo /'aggiunto del sistema (B).

Viceversa, se le W, , Wy, ..., W, soddisfano alle (B*), resta determi-
nato dalle (3) un sistema »?"° ortogonale corrispondente, che si ha, iz fer-
mini finitz, colle formole

(4) Tp=> W; X" = «Bamas®ho

(') Le equazioni (a) sono, sotto altra forma, le equazioni differenziali di Christoffel

'

A (i k) da
7%(/\(\111'

QUi dux

che risultano dall’equivalenza delle dne forme differenziali (1).
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E invero, derivando le (4) vispetto ad ux, coll'osservave le (a) e le (B*),

si trova subito

Ay YW Loy

'z( +\ W) X,

dUy DUy

formola che pone in evidenza il sistema n?' ortogonale, coi seguenti valori

h; per le H;:
)

T (¢
3& + N P’MVV
HY

5) hi =
\ ; QUi
Ricordate quoste generalitd dalla teoria dei sistemi n?" ortogonali,
veniamo all'oggetto proprio della presente Nota.
Indichino ¢, , ¢s, ..., ¢, # costanti arbitrarie, che qui, per evitare la
suddistinzione di molti casi particolari, supponiamo (futfe diverse da zero

fra loro disequali, ® domandiamo :
Esistono sistemi nP% ortogonali, nei quali W,, We,.., W, siano

leqate dalla relasione quadratica
(I) e Wi+ e Wi+ - + ¢, W3 =cost ?

I1 problema proposto consiste nel ricercare se esistono #(z—1) 4-n=n*

funzioni delle «

che insieme soddisfino alle equazioni differenziali (A), (B*), ed all’equazione
in termini finiti (I). E facile 'eliminare di qui le W; e formare un nuovo
sistema di equazioni differenziali per le S8, che dovremo aggregare alle (A).
Per cid deriviamo la (I) rispetto ad una qualunque %;, e, osservando le (B*),

avremo

Wi
Wejoo ot +\cm,\\ —

Escludendo senz’altro i casi pit ovvii, e di facile trattazione, nei quali
qualcuna delle W; si annulli, deduciamo dalla precedente :

W, @
LLLL S D o fuWa

A

('J) .\H,'
Confrontando questa colla (B*)
YW

T P Wi (i==k),

costruiamo la corrispondente condizione d’integrabilita

(1)

P @
(= (W) + Do —— (BuW,) = 0.
0Ui =T ’

Uy,
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Indicando con £ il primo membro, e sviluppando colle (B*), abbiamo
ffm (i,k)

Q: Ci \VI._I_ Ci P,ll P’mW ‘I" \ (5% *(P))z‘v)) + (4 Fomr ¥ p,“-Wk);
k

ed osservando le (A), le (B*) e la (6), troveremo

)) \ i (i)
'('=\Vr. ik P’z + \ e P’Hﬁlk:‘f‘

k

~+ ci B B W + \ ex Por B W, — Bri D o frn W .
*

Gli ultimi tre termini si distruggono e, poiché supponiamo W, == 0, restano
le equazioni nelle sole ()
Wik OB @

(b === c.—:—\ ¢ o)
i i + k Yy lf"/:.‘?k

che dobbiamo aggregare alle (A,)

Win i W &

Ui QU
Di qui, risolvendo rapporto alle due derivate, risultano le formole

Wik @R oy — 4
VPik A k
= il

Wi N Cx——Ci

ki ”’c’x—é
S - IF?MF}/}:

DUy x C

la seconda delle quali non é che la prima, scambiato ¢ con 4. Concludiamo
adunque:

In ogné sistema nP° ortogonale, nel quale W,, Ws, ..., W, siano
legate dall’equazione quadratica (1), le n(n — 1) rotazioni iy debbono
soddisfare al sequente sistema di 2n(n — 1) equasioni a derivate parziali,

ik .
\ %zrjftﬁlk (if=k=+1
(©) ka,' g
i).'_“ =
[ Sy = g s

che include in particolare il sistema (A).

4. La prima questione che ora si presenta & quella di esaminare la
compatibilitd delle 2z(z — 1) equazioni (C) nelle n(z — 1) funzioni inco-
gnite i, e di valutare il grado di arbitrarietd dell’integrale generale.
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Si osservi che. nel sistema (C), di una qualunque delle incognite Bix
sono assegnate fw/fe le derivate prime, in funzione omogenea quadratica
i .
' : : 2 PR Wik o s cm e
delle incognite, fatta eccesione della aerivata che non vi figura. Pe
Jik
¢id, per la funzione incognita gy la variabile wy @ parametrica; le altre 7 —1
sono principali. Le condizioni d'integrabilith per le (C) saranno identica-
mente soddisfatte se i due valori tratti dalle (C) per una medesima deri-
vata seconda principale coincidono, in virtu delle (C) stesse. Ma per due
derivate seconde
2* Bk * Bk

Y W D My

m

dove .m siano indici diversi fra loro e da 7.4, la coincidenza segue gia

dalle (C) della prima linea. Resta dunque da verificarsi che, per le (C)
stesse, si ha anche

3 i.k) 3 \
< E C)h— Ck <« |

; (;Dl ‘311.“ + N + = — (,‘3/I f7}.ﬁ() = 0.
QUi % Ci — Ck !

Indicando con @ il primo membro, possiamo scrivere

) it ey —Cr D s Cp—Cx O
O=7pr — + 5 N — — (Bri ) + —— — (Bu Bur) 5
du i = ¢i— Cx MU Ci — Cx U

¢, — C; L3) Co Ck
Pk + iy y 22—k P"/ui’).;{ + B P’h‘f}i»; +

Ci—Cy T Ck— G
r"r,“_f, e — C0x 'Y oy — ¢
). Cl ) l k S i
+ > —Bububnt—"2D —— Bubufn-t
=0 Cii——1Cx Ci —Cr sl Gl Gl
LY oy — 0
A L
+ > = i BB -
i — G

I tre primi termini manifestamente si distruggono: ma anche gli ultimi
tre si elidono, a causa della identita

(cn—ci) (61— cx) _*"("1 — ) (ex — ¢i) = (€3 — ¢Cx) (e — ¢;)

onde segue effettivamente ®@ = 0. Concludiamo che il sistema lineare cano-
nico (C) & completamente integrabile. Se scegliamo adunque un sistema
iniziale di valori per le variabili #; [sia per semplicita il sistema (0, 0,...,0)],
sara determinato univocamente un sistema integrale () delle (C) preseri-
vendo che la rotazione @i si riduca ad una funzione arbitraria data della
sua variabile parametrica u,, quando le altre variabili (principali) si an-

nullano. Sembra, cosi, che 1’ integrale generale delle (C) dipenda da z(z —1)
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funzioni arbitrarie, quante sono le incognite g;. Perd. di queste funzioni
arbitrarie, 7 sono soltanto apparenti, dipendendo dall'arbitrariety ancora
lasciata ai parametri ;; in realtd adunque:

L'integrale generale (8u) del sistema (C) dipende da n(n—2) fun-
giloni arbitrarie essenziali.
Una proprieta notevole del sistema differenziale (C) & questa: che
esso possiede n integrali quadratici nelle rotazioni.
Si considerino infatti le 7 espressioni quadratiche nelle g

(k)
Dy =) (ex— cx) Bix (=155 )
%
Se si deriva £ rispetto ad una qualunque u;, diversa da uy, si ha
1 .\Q;‘- ’\k DP’/A P,l)x
= = o — e ;
2w (e — ) s +( on) Bix =y, Wi

ossia, per le (C),

1 92y
J Ui

i,5c)
culy (ex — ex) Bk Bri Bin - (ci — cx) p’m st Bri Pk s
e o G == 0
espressione che identicamente si annulla. Ne segue che la £, ¢ una fun-
zione della sola ux; e poiche, cangiando il parametro u,, tutte le gy si
moltiplicano per un medesimo fattore, funzione arbitraria di w;, e quindi £y
pel suo quadrato, ne risulta che possiamo disporre del parametro uj; cosi
da ridurre £2; ad una costante. Ne concludiamo quindi:

Il sistema differenziale (C), scelti convenientemente i parametri
Uy« s Un , possiede gli » integrali quadratici

(e2— 1) B2+ (cs 01)P’§1+---+(c‘,.~c,)p"f,l=cost
\ (er — ¢2) Ble + (3 — ¢2) B3 + (en — ¢2) B2s = cost

1

6. Supponiamo scelto per le rotazioni (8;) un qualunque sistema inte-
grale delle (C). Il facile vedere che esisteranno in effotto (infiniti) sistemi
nP" ortogonali con queste rotazioni, e soddisfacenti alla condizione (I). Per
determinarli, dovremo associare alle (B*) le equazioni (6), e formeremo cosi
il sistema

19

(B Cu) ﬁi‘n + (ci cn r’jon + + (en—y — (’,‘) P),( 1 = cost .

AW,
\ S — p’,»k\V;,.
(Il) UK
)\V,’ & ¢
Rt R

QUi 50
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Questo ¢ un sistema lineare ai differenziali totali per le funzioni incognite
)

W,,W., ..., W,, e dal caleolo stesso eseguito al n. 3 risulta che esso &
completamente integrabile. D'altra parte, se poniamo per un momento

®=c, Wit Wi e, Wi,

subito vediamo che, a causa delle (I1I), tutte le derivate di @ si annullano,

e perd @ & una costante. Scelto adunque un qualunque sistema (W, ,W,,

..., W,) integrale delle (II), sard verificata la condizione (I), e le formole

(4) daranno il sistema 2?" ortogonale corrispondente. In questo sistema i

valori 4; delle H; si calcoleranno, secondo le (5) e per le (I1,), dalle formole
oy — 16

@
7 hi=> 22— 5 Wi.
(7) 2 & Bri Wa

Cosi, ad ogni sistema () di rotazioni che soddisfino alle (C), corrispondono
infiniti sistemi n#'* ortogonali colle W; legate dalla relazione quadratica (I).
E qui & ancora da osservarsi che, figurando nel sistema (C) solo le diffe-
renze ¢; — Cx, St possono alterare le n costanti c¢; di una medesima co-
stante additiva, sensa che varii l'immagine ipersferica del sistema.

7. Rispetto alla integrazione del sistema differenziale (C), poco appren-
dono i metodi generali. Ma, in grazia del suo significato geometrico, possiano
facilmente riconoscere che: nofo un sistema particolare (Bi) di soluzion:
delle (C). poiremo trovarne infinili nuovi integrando equazioni differen-
ziali ordinarie.

Per questo si supponga che le » costanti ¢, ,¢s,..., ¢, non abbiano
tutte lo stesso segno, ¢id che possiamo sempre ottenere alterandole, secondo
1'osservazione superiore, di una medesima costante additiva. Si considerino
allora quei particolari sistemi z?" ortogonali nei quali & soddisfatta la con-
dizione (1), annullandosi la costante del secondo membro i

(8) aWit W+ — e, W =0.

Indicando questi come sistemi (Z), dimostriamo:

Se sz assoggetta un tale sistema (2) ad un'inversione per ragqi vet-
tori reciproct rispetto all'origine, il sistema n?° derivato (2) apparliene
alla medesima classe.

Prendendo per semplicita =1 il raggio dell’ ipersfera d’inversione, le
formole d’inversione sono

dove si & posto

e=zita+- -+ =W+ Wi+ . L W..
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Derivando rapporto ad u:, coll'osservare che si ha

2,5, 0

=2 =28 > oy XN =24, W, ,
Wi 5T T

Ui
risulta
f,@z hi X 22, Wi
wi e ( : ¢ )
Queste formole dimostrano che i valori X{” dei coseni di direzione per il
sistema derivato sono

X = X — 22, Wi .
o
ed 1 nuovi valori delle H;
o L
(4
Indicando con W; le guantita analoghe alle W;, abbiamo subito, dalle
precedenti,
= Wi
9 Wimm——.
) 3

Di qui segue appunto che la relazione (8) per le W; si traduce nell'ana-
loga per le Wy, e. d. d.
Inoltre, derivando la (9) rispetto ad uy, abbiamo

D"V.' 1 v 2W; ]l;,- ’
g~ g T g
cloe
D\V.’ —9 2\‘\",‘ /Lk) i
Erl ) W,

onde deduciamo che le rotazioni By pel sistema derivato (Z) somo

- 2W; h
Bin = Bix — ——— ,
4
ovvero anche, per le (7),
= ZW (k) Cx — C
Sty a1y BN k A T
(10) ﬂlk — ﬂvh :W; % Cx ﬂlk“ A

Dunque: noto un sistema (Bw) di soluzioni delle (C), se ne ottengono
infiniti nuovi dalle formole (10), ponendovi per le Wi un sistema di solu-
sioni del sistema di equazioni (11) ai differenziali tolali, soddisfacentt
alla condizione inisiale (8).

RenpiconTr. 1915, Vol, XXIV, 2° Sem. 39
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8. Supponiamo ora, al contrario, che le costanti ¢; abbiano tutte il
medesimo segno: per es. 1l positivo, ¢1d che possian o ottencre aumentandole
tutte di una stessa costante (n. 6). Allora, se nelle (C) facciamo il can-
giamento reale di funzioni incognite

Cx o1

(11) P)ik=’ = Bix
'
le (C) st cangiano nelle altre
Wi ST
=p
\ s P Pk
. 1 1
2 Y WK A
Pk N O Gaiy ey
( w5 1 i Pri P
Cx Ci
, . : _ 1
che sono le (C) stesse ove si cangino le ¢; nelle loro inverse — . Le for-
Ci
mole (11) danno il passaggio dalle soluzioni (8) del sistema (C) a corri-

spondenti (8x) del sistema (C'). e viceversa.
Alla considerazione dei sistemi 27" ortogonali () che verificano la (I),
(12) D W2 = cost,
conviene quindi associare quelli dei sistemi (=) che verificano 1'altra
: B WV.!
(12" » —- = cost.
T
Quando siano noti i valori dei coseni X; relativi alle rotazioni (Bix),
e cosi quelli X per le rotazioni (f), e facile vedere che si avranno senza
altro, in termini finitd, i sistemi (X) corrispondenti alla (12), e quelli (=)
corrispondenti alla (12'). E infatti, se nelle equazioni differenziali (IT) poniamo

X'
Wi=—%
Ci
queste diventano
2X;
i— g X
s Y Pik &
P D¢ 0
ool e \ 17 ’
U & % p‘)" X)' ;

che sono precisamente le equazioni differenziali (z) per le X}. Similmente,
ponendo
Wi=1e X,

si identificano le (II) per le W/ colle (a) per le X;.
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9. Supposto ora soltanto che le rotazioni P soddisfano alle (C), con-
sideriamo tutti gli infiniti sistemi ##% ortogonali (paralleli) corrispondenti
a queste rotazioni. Uno qualunque di questi sistemi sard individuato (n. 1)
da » funzioni Hy, che soddisfino alle (B), oppure da # funzioni W; che
soddisfino al sistema aggiunto (B*) Ora diciamo che nel caso nostro: Da
un sistema noto (W, , W, ..., W,) di solusioni delle (B*) sz passa ad

un sistema di soluston; (H,,H,, ..., H,) del sistema aggiunto colle for-
mole lineari

2W; %
(13) H; = Civ—i—lc;‘ AW .
i A

Per dimostrarlo, si derivi questa rapporto ad wuy (£ ==7), e ne verra

) e ) @ 3
Sy ci = (BixWx) + ‘? (5% = (BriW3) 5

ed eseguendo le derivazioni, col porre mente alle (C) ed alle (B*), si ottiene

oH;
)Zlk

(i,k)

P’)u Bk - i Bix Bri Wi + S ex Bk BriWa -+

Wi =
A

(f,’f) ) \ h l R)
+ Wi > o BBt en B —— + exWr >
x ’ iy

P"xz Bon -

i

I tre termini contenenti Wy in fattore si elidono a causa della identita
ci(en — ex) 4 en(er — ¢i) + en(ei — e2) =0,

e, raccogliendo i rimanenti, si pud serivere

H; DW
= P’A., X k+\—(‘1ﬂ)k“x
Uy
ossia precisamente
2H;
Yn _P)Iu y c.d. d:

Le formole (13) danno dunque trasformazioni parallele dei nostri sistemi
tripli ortogonali, con sole quadrature (n. 1).

Se si applicano queste trasformazioni ai particolari sistemi (=) corri-
spondenti alla relazione (I), risulta, per le (II),

H1=H’=...=H”=O’

e la trasformazione diventa illusoria, riducendosi il sistema trasformato ad
un punto. Anche & da osservare che, se tutte le costanti ¢; si aumentano
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di una medesima costante ¢ (n. 6), i nuovi valori H; delle H; sono, per

le (5), e
Hi = Hi + (,‘/l,' »

ciod il sistema n?%° derivato & una combinazione lineare di quello corrispon-
dente alle H; e del primitivo dato dalle #; .

In fine, per {'inversione di queste trasformazioni parallele basta osser-
vare che, se si prendono H,,H....,H, date da un qualunque sistema di
soluzioni delle (B), le equazioni (B*) per le W;, insieme colle (13), formano
un sistema di equazioni ai differenziali totali completamente integrabile.

Meccanica celeste. — Adggiunta alla Nota « Sul problema
dei due corpi nel easo di masse variabili », del Socio Paoro Piz-
zeTTI (V).

Nella mia Nota, pubblicata con questo titolo nel 2° fascicolo del presente
volume dei Rendiconti, il paragone da me fatto dell'orbita effettiva con una
orbita kepleriana difetta di generalitd pel fatto che io ho supposto che,
in quella posizione particolare da me assunta come iniziale, la velocitd rela-
tiva delle due masse sia ortogonale al raggio vettore, mentre, come & chiaro,
sl possono immaginare orbite spiraliformi, prive di afelii e di perielii. Di cid
mi fa giusta osservazione il chimo prof. Armellini in una sua gentile lettera.

Non e difficile conseguire la desiderata generalith modificando un poco
il calcolo. Mi limito, per semplicitd, al caso in cui risulti el/littica 1'orbita
kepleriana che serve di confronto (ossia quell'orbita kepleriana che corri-
sponde al valore iniziale M, della massa totale e ai valori iniziali del raggio
vettore e del vettore velocitd). K facile rifare il calcolo pei casi iper-
bolico e parabolico. Possiamo, nel caso in parola, determinare due quantita
€ e y talichesia 0<e¢, <1, 0 <y =< 2m, e che i valori iniziali di 7»

. d1 ) :
e di ,7; (mantengo le notazioni della precedente Nota) soddisfacciano alle
relazioni
1__ /M, 1 //r') [ M,
s (1 + ¢, cosy) rf,(dfio_ o €, 8en y .

Si trova allora facilmente che le costanti A, e By della mia formola (5)
hanno i valori

=

‘M 'M
Ao=—/cz°eoseny Bo=/02°e°cosy,

(*) Pervenuta all’Accademia il 19 settembre 1915.




