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chiusura in parti che nello sviluppo normale si comporterebbe in modo molto
differente.

In tutti i reperti che possono essere compresi tra quelli rappresentati
dalla fig. 1 alla fig. 6 e in cui si riscontrano evidenti modificazioni spaziali,
le formazioni boceali non possono essere adatte alla funzione nutritiva.

Meccanica. — Sulla forma della traiettoria nel problema
dei due corpi di masse crescenti, e sulle sue applicazioni per
una possibile spiegazione della grande eccentricita di Marte.
Nota di G. ArMEeLLINI, presentata dal Socio T. Levr Civita (V).

1. — In una mia Memoria (%), apparsa da poco tempo, ho studiato il
problema dei due corpi di masse variabili. Nel caso speciale, perd, in cui le
masse siano crescenti, & possibile di esaminare piu da vicino le particolaritd
del moto e formarsi anche un'idea sulla forma della traiettoria. Siccome
questo caso ha grande importanza per il sistema planetario, dedico ad esso
la preseute Nota, che potrd servire come appendice alla Memoria citata.

Poiché come ¢ evidente, il movimento ha luogo in un piano, sceglie-
remo, al solito, uno dei corpi O come origine e determineremo la posizione
dell'altro A, per mezzo delle sue coordinate polari »,$. Chiamando con
M(z) la somma delle masse di A ed O, e prendendo le unitd di misura
n modo che tanto il coefficiente attrattivo / quanto la costante delle aree
¢ (¢==0) si riducano uguali ad 1, partiamo dall'equazione (53) della mia
Memoria:

i 1
11 “r &
(1) —=—cos ¢4\ sen-’i—}—sen(}f M(¢) cos & dd —
/ 7o dd/, “o
3
—cos\')f M(¢) sen 9 d9,
0
! a7 1
dove — e (—/) sono i valori di — e della sua derivata per 9 =20.
To a4 ), 7

La (1) diviene, come & chiaro, approssimata, se al posto di M(?) si
sostituisce la sua espressione approssimata in -7, cid che & stato fatto nella
Memoria; mentre @ matematicamente rigorosa, posta sotto la forma qui seritta.

Le quadrature, & vero, non sono piu eseguibili; ma, per le ipotesi fatte

e L
gu M(z), il primo membro - risulterd certamente finito per ogni valore

(*) Pervennta all'Accademia il 19 < ttembre 1915,
) [l problema dei due corpi div masse variabili, Memoria di G. Armellini (in Mem.
Socicta italiana delle Scienze detta dei XL, ser. 48, tomo XIX).
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finito di . Ne risulta, come prima conseguenza, che 7/ corpo A non puo
urtare Ualtro corpo O, se mon dopo aver compiuto, intorno ad esso, un
numero infinito di rivoluzioni (*). Cid che del resto poteva anche dedursi
dal teorema II della mia Memoria e dall’integrale delle aree

dd
(2) e =

dt
La (2) anzi ci mostra che % & funzione crescente di £; e poiche, per ipotesi,
M(¢) & funzione crescente di ¢, ne deduciamo che essa & anche funzione cre-
scente di . Ne segue che, essendo K un intero positivo qualsiasi, avremo

(3) (QMM(l) send dJ < 0.

2. Teorema L. — La traiettoria non puo mai passare due volte per
uno stesso punto del suo piano (*). Infalli, se, per 4 =-9,, si ha r=r,,
e se, dopo un certo tempo, ¢ assume il valore ¢, 4 2Km, r avrd in
quell'istante un valore minore di ry (*).

Dimostraz. — Senza togliere nulla alla generalita della questione,
possiamo assumere l'asse polare in modo che sia 9, = 0. Indicando allora
con 7, il valore di » per ¢ =+, | 2K7n= 2K, dalla (I) e dalla (3)
ayremo

1 1 2R
(4) —— = [ M(¢) sen3 d+ > 0,
) ™ o
da cui
(5) 73 < T C. d d.

(*) Supponiamo naturalmente che la costante delle aree sia diversa da zero.

(®) Nel caso generale in cui M() non & crescente, il teorema non sussiste piu. Si
dimostra allora, perd, che, se M(f;) = M(¢s) e se negli istanti ¢, e o, A passa per uno
stesso punto P del piano, i due rami della traiettoria non possono avere in P un contatto
superiore al 1° ordine (teorema III della mia Memoria).

(*) La presente dimostrazione prescinde da ogni ipotesi sulla forma della traiettoria,
ed & quindi valida in ogni caso.

Supponiamo perd di sapere a priori che in un caso particolare l'orbita ammetta
un perielio od afelio; vale allora un teorema recentemente dato dal prof. Pizzetti (Sul
problema dei due corpi di masse variabili, Nota del Socio P. Pizzetti, questi Ren=
diconti, luglio 1915) il quale dimostra che, per uno stesso valore positivo di 8, il raggio
vettore & pid piccolo del valore che esso avrebbe nel moto kepleriano. Potevamo, anzi,
considerare il teorema I come caso particolare del bel teorema del Pizzetti; ma abbiamo
dato una nuova dimostrazione, giacch® altrimenti sarebbero sfuggite, alle nostre con-

A o R
siderazioni, alcune orbite a forma di spirale per cui il 79 pud essere, p. es., sempre

negativo. Colgo 1'occasione per ringraziare caldamente il chino prof. Pizzetti delle lusin-
ghiere parole che egli ha avuto nella sua importante Nota per i miei lavori.

Renprconti. 1915, Vol. XXIV, 2° Sem. 39
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Osservaz I. — Da questo teorema non si potrebbe dedurre, che
l'orbita di A sia una spirale avvolta intorno all'origine O, giacché noi non
sappiamo se il corpo A compie, efeitivamente, delle rivoluzioni complete
intorno ad O.

Supponiamo, perd, che in un caso particolare si sia giunti a dimostrare
che. da un certo istante in poi, » resta sempre minore di una quantita
L finita e ben determinata, benche incognita. Dall integrale delle aree
(2) potremo concludere che A compie un'infinitd di rivoluzioni intorno ad
0. La sua traiettoria avra allora, per il teorema 1, la forma di una
spirale, di eui ogni spira ¢ interna alla spira precedente. Un caso impor-
tantissimo, in eul ha luogo questo fatto, si ha quando la differenza iniziale
tra la forza viva e la funzione delle forze € nulla o negativa (teorema IX
della mia Memoria), cioé nel caso nei pianeli e delle comete paraboliche.

Osservaz. II. — Supponiamo di essere riusciti a dimostrare che »
tende all infinito insieme con 7. Se ne dedurrd che A non pud compiere
alcuna rivolusione completa intorno ad O.

Teorema II. — Z'angolo compreso tra un perielio e Uafelio suc-
cessivo (supposto che esistano) € sempre minore di due rette.

Dimostraz. — Cominciamo ad osservare che, avendo supposto 1'esi-
stenza di un afelio, » ammetterd, per tutti i tempi successivi, un limite su-
periore finito L (teorema V della Memoria). Il corpo A compird dunque
nfinite rivolusion: intorno ad O. Cid posto, dalla (2) abbiamo:

1
1
& 1 dr dr 1 dt dr

(6) ——— —
/)

A9 rdS  dt rrds  dt

Immaginiamo (cid che non toglie nulla alla generalitd della questione)
she A passi al perielio per ¥ = 0. L'equazione (1) ci da allora, tenendo
presente la (6),

dr sen +J {“’3

(7) — ——— ¢08

s
7 = M(?) cos ++ d — sen I ( M(¢) sen 3 d9-,
0 0

o

S dr :
da cui risulta che il Tl negativo per <+ = . D'altra parte la derivata

dr . : . : ops s A

o @ funzione continua di -%. ed & positiva per 9 positivo e sufficientemente
[/

piccolo, avendosi un perielio per <9 = 0. Se ne conclude che, nell’ intervallo
0+, il

'afelio avra luogo per ¢ < 7. Codo di

dr
7 ammette un numero dispari di radici reali. Dunque

Teorema IIl. — Z'anyolo compreso ira un afelio e il perielio
successivo (Supposto che esistano) e maggiore di due relli.
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Dimostraz — Si potrebbe imitare il procedimento precedente, osser-
f//‘ 3
vando che, essendo ora o negativa per valori sufficientemente piccoli e

positivi di %, nell'intervallo 0 << <7 essa deve ammettere un numero
part di radici reali. Si dimostrerebbe. poi, che questo numero @ uguale allo
zero. Ma & forse piu breve di ragionare nel modo seguente: /

In un dato istante ¢, posteriore al passaggio all'afelio, sia

(8) +£cns 9 — w)
el

I'equazione della conica osculatrice. certamente eliittica essendosi ammessa
I'esistenza di un afelio anteriormente a ¢ (ved. teorema IX della Memoria).
[ndichiamo con ¢.p,w, rispettivamente, 1'eccentricita, il parametro, la lon-
gitudine del perielio. Con le nostre unita avremo, per formole notissime (*),

1

(9) e=p /IM(OF + 2h P=%

dove il radicale va preso col segno positivo. Supponiamo che in quell’istante
la massa del sistema aumenti bruscamente di ¢M: avremo, facendo variare
p,e,o,h, e mantenendo costanti » e ¢,

M dM -+ di

(10) 0=dM -} cos (¢ — w) 4 /M2 + 24 sen (9 — ). dw ;

/M2 + 24
nd essendo, per la formola (14) della Memoria,
M
(11) dh=—"=,

otterremo, dopo eseguite le riduzioni necessarie,

dw cos}(v —w) — 1

dM sen(¥ — o) | 1\19+z7z

(12)

Siccome il radicale va preso col segno positivo, la derivata avra segno

dw
aM
contrario al termine sen (¥ — w), cioé al seno dell’anomalia vera. Ora, in
tutto 1'intervallo di tempo, compreso tra un passaggio all'afelio e il suc-
cessivo appulso al perielio, questo seno & certamente negativo. Dunque in
tutto questo tempo l'aumento di massa del sistema, avra per effetto di far

(*) Ved. Appell, 7raité de méc. rat, tom. I, pag. 392 (troisiéme édition). Sara
inutile di ricordare al lettore che noi scriviamo 2k, 1a dove 1'Appell scrive semplice-
¢ bl L il
mente h; infatti 'Appell pone 2*= —-4h.

»

T T L . LG e T




— 304 —
aumentare la longitudine del perielio. La distanza angolare tra un afelio e

il suceessivo perielio sard percid maggiore di 7.

Teorema IV. — Supponiamo che si abbia }im r=oo. lo dico che
=
si avra anche lim r=o; e che, da t=—o a (=00, rr ammellera
certaments e solamente un minimo (perielio).

Dimostraz. — Intanto & chiaro, per l'osservazione II, che A non
potrd compiere aleuna rivoluzione intorno ad O. Variando quindi ¢ da — oo
a - oo. l'anomalia & varierd da « a g, essendo g — a < 27w.

; dd .
Ne segue che la derivata Ty tenderd a zero quando ¢ tende a — o
(

e quindi, per la (2), » tenderd a .

Cid posto, essendo » funzione continua di ¢, e divenendo oo per /=== oo,
essa ammetterd cerfamente un minimo. Che non possa ammetterne pin di
uno. & poi stato dimostrato nel teorema VI della mia Memoria.

Osservaz — Questo teorema ci mostra che, anche nel caso di masse
crescenti [ed anche se lim M({) = oo, purché M(¢) divenga oo di ordine
t=x

inferiore al primo (teorema I della mia Memoria)] s¢ possono avere orbile
somiglianti ad iperbole, senza perd alcun asse di simmetria per Uorigine
(pag. 11 della mia Memoria).

Sara inutile osservare che il teorema contrario non sussiste: pud aversi

infatti lim » = o0, senza che ne discenda lim r» = oo.
= t=wo
Teorema V. — Se la conica osculatrice e un'iperbole (o parabola),

Ueccentricita ¢ funsione decrescente del tempo.
Dimostraz. — Ponendo, al solito, ¢ = /=1, si ha la formola

(13) e =
da cui, differenziando, e ricordando la (11),

/ de AT y1 2h )
" dM M) tr M(t) )

(14)

i = y . e : d
olccome, per ipotesi, & e positivo o nullo, la derivata /—g; sard negativa.

dM
Teorema VI. — Se¢ in un dato istante { la conica osculatrice é

un ellisse, Ueccentricita sara funsione crescente o decrescente del tempo,
secondo che, in quell'istante, il coseno dell’ anomalia eccentrica w ¢ neya-
tiwo o positivo.
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Dimostraz. — Supposto che all'istante ¢ la conica osculatrice sia
ellittica, avremo, chiamando con # ed «, rispettivamente, 1'anomalia eccen-
trica e il semiasse maggiore:

M(2)

(15) h=—— ;i r=a(l — ecosu),
aa

da cui, sostituendo nella (14), otterremo, con alcune riduzioni,

’/i__ COS U
dM ~— M2a(ecosu— 1)

(16)

! . . . . de 3 :
Siccome, per ipotesi, si ha ¢ <1, il segno della derivata M sard contrario

al segno del cos ().

3. — Cominciamo dal caso in cui M(¢) per { = oo diviene oo d'ordine
eguale o superiore al primo. Per 1'osservazione I. e per il teorema VIII della
mia Memoria, la traiettoria presenta allora, necessariamente, la forma di
una Spirale, di cui ogni spira é contenula nella precedente. L'urto ha
luogo per {= o (fig. 1).

Supponiamo, al contrario, che M(¢) divenga co per ¢= oo, ma d'ordine
inferiore al primo. La traiettoria presenta allora due forme differenti: o
quella ora studiata, oppure una forma somigliante ad un’iperbole. 11 corpo
A parte dallinfinito per = — oo; 7 decresce fino ad un certo minimo o,
poi torna a crescere tendendo all'infinito insieme con /. Come si é detto,
non vi ¢ alcun asse di simmetria (fig. 2).

Esaminiamo ora il caso in cui si abbia lim M(z) = B; essendo B una

t=ow
quantitd finita e positiva. E allora chiaro che, tendendo  all infinito, 1'or-
bita tende a cangiarsi in una conica. D’altra parte, essendo M(#) funzione
crescente, e sempre positiva per valori reali dell’argomento, si ha neces-
n M(f) =#5. Possiamo dunque dire che la traiettoria & in
o

sariamente lir
i

questo caso doppiamente assintotica, tendendo a cangiarsi in una conica per
{ = —=oo. Siccome % & funzione decrescente di ¢. i casi possibili somo

cinque, secondo che le traiettorie limiti per /=-—o0 e per {=oc0 sono:
«) due ellissi (fig. 3);
B) una parabola (per ¢ = — o) ed wna ellisse (per t = o) (fig. 4);
y) un’iperbole (per {= — ) ed una ellisse (per ¢==oo) (fig. 5).

In questi tre casi A compie ¢nfinite rivoluzioni intorno ad O;
0) un'iperbole ed una parabola (fig. 6).

(*) Supponiamo che l'orbita di un pianeta sia esattamente circolare e che sul Sole
cada un aercolite all'istante ¢. Essa si cangerd in un ellisse avente l'afelio nella posi-
zione occupata dal pianeta in questo istante. Occorre quindi porre nelle (16) e=0,
%f = MlT” . Invece Veffetto globale di una leggiera pioggia d'aereo-
liti uniformemente diffusa su tutta l'orbita & di far restare I'orbita simile a se stessa.

cosu = — 1, da cui
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&) due iperbole, di cui la seconda (per ¢ — o) ha eccentricitd mi-
nove della prima (per ¢ = — o) (fig. 7).
In questi due casi A non compie alcuna rivolusione complela intorno
ad O. Nel caso di 4= 0, la conica limite per {=—oc & una retta.
4. Studiamo i} movimento del pianeta Marte. la cui orbita & tutta
interna, ma vicina alla zona degli asteroidi. I assai probabile che in questa
zona vi fosse una grande quantitd di materia diffusa, almeno in epoche

remotissime. Ne secus che in tempi antichissimi sono cadute sul pianeta

grandi pioggie meteoriche, la cui intensitd, naturalmente. era maggiore
in quella metd dell'orbita per eui » >> a, giacché allora Marte era piu vicino
alla zona degli asteroidi. Ma allora il coseno dell'anomalia eccentrica e
negativo: queste pioggie, quindi, hanno aumentato 1'eccentricitd di Marte.

Osserviamo ancora che'la materia che andava cadendo su Marte appar-
teneva, in ogni istante. a quella parte dell'anello piu vicino al pianeta,
cioé a quella parte la cui attrazione si opponeva in ogni istante all'attra-
zione solare. L'effetto sard quindi maggiore: precisamente come se queste
pioggie fossero state molto piu forti. Tutto cid spiega forse in modo assai
semplice la grande eccentricita di Marte. Si puo supporre che, allo stato
iniziale, esso avesse presso a poco la stessa eccentricitd degli altri pianeti;
in seguito, per le ragioni ora dette, questa aumentd notevolmente (*).

(*) Analogamente si potrebbe spiegare la grande eccentricith di Mercurio ammet-
tendo 'esistenza di un anello di materia cosmica (ora scomparso) tra Mercurio e Venere.
Ma per Mercurio data la sua vicinanza al Sole, si pud anche ricorrere all’ipotesi delle

maree, le quali secondo il Darwin possono aumentare 1'eccentricitd di un'orbita.




