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ci dard una relazione fra o soluzioni di quelle equazioni, se lo si eguaglia
ad una costante.

E percid, conosciute ¢ 47— 2 soluzioni, (1) (2) ... (0 +7—2), di
quelle equazioni, sard conosciuta, senza quadratura qualsiasi altra, ricavan-

dosi essa dalle relazioni

H((1), (@), esle—1),() =4 , H((1),0s(6—2), (o) (' +n) =
=%:g‘...,H((lL....(Q—?),(g—i—;z—?).(g')) = kn,

con %y, ks, ..., k, costanti arbitrarie.

Potrebbe naturalmente essere # =0, il quale caso comprende 1'integra-
zione di due gruppi funzionali, e la soluzione di integro-differenziali; o
y = oo, che & il caso della pill generale equazione differenziale; o infine
y =n = o che da luogo alle piu generali integro-differenziali.

Matematica. — Sw wna classe di congruenze W di carat-
tere proiettivo. Nota di Guipo Fusini, presentata dal Socio Lurar
BiancHI.

1. In una mia Memoria (') io ho dimostrato che, come le forme diffe-
renziali di Gauss definiscono, in geometria differenziale, una superficie a
meno di movimenti, cosl in modo analogo si pud definire una superficie a
meno di collineazioni per mezzo di forme differenziali del primo ordine; le
quali anzi si possono scegliere in modi molteplici. Uno dei modi piu inte-
ressanti @ di definire la superficie mediante due forme del prémo ordine:
una di terzo grado (che, ugunagliata a zero, da I'equazione differenziale delle
linee, che io chiamo di Darboux-Segre); e l'altra di secondo grado (che,
uguagliata a zero, da l'equazione delle linee di Wilezynski). L'equazione
ottenuta, annullando lo hessiano della prima, da l'equazione delle asinto-
tiche; e, assunte queste come linee coordinate »,v, le due forme si pos-

sono (*) scrivere

S . .\22;§1i; \11[ 1_]4\22/ o
= 2(]\'2\ IQN(M 'fl\(//)
W, = — P du®*+ R du dv 4 Qdv?,

(1) Invarianti proieltivo- lifferenziali ece. Questa Mem. & in corso di stampa negli
« Annali di Matematica ».

(2) Seguo le notazioni delle classiche Lezioni di geometria differenziale del prof.
L. Bianchi. Con i) (t,k,l=1,2) indico pertanto i simboli di Christoffel di seconda

(=7 08Y

specie per l'elemento lineare.
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Q si deduce da P, permutando » con v, 1'indice 1 con 1'indice 2 ().

2. Le superficie, per cui & eccezionale il seguente problema: Defermi-
nare (a meno di una collineazione} una superficie di cui sono date le lince
di Darboux-Segre e le linee di Wilcaynski, formano una classe notevole
di superficie. Si tratta delle superficie per cui R = 0 ; cioé delle superficie,
per cui le linee di Wilcaynski costituiscono wun sistema coniugato. Lo
studio anzi del problema citato per tali classi di superficie, di cui si sta
ora occupando uno studente della Universitd di Torino, offre molte notevoli
particolarita.

3. Queste superficie godono analiticamente della seguente proprieta:
y22) _
(G
ficie rigate, si pud, con un cambiamento dei parametri x,» delle assinto-

L §11 :
se non @& : 5 ;=U, oppure 0, mnel qual caso si tratta di super-

glly_ §22y
2y e
stituiscono la piu semplice generalizzazione delle superficie rigate, dipendono
y Ll _ (22
(eloR\

valori, che ancora si possono sceg

tiche, supporre che per esse sia Queste superficie, che co-

D

—

L

dunque da una funzione arbitraria delle %, v e inoltre dai

/
)
ve ad arbitrio, di P su una assintotica
v =cost, e di Q su una assintotica » = cost.

1

o~
(=R

4. Tali superficie si presentano nel modo pilt spontaneo nel problema
seguente; il quale, oltre al problema citato al n. 2, promette di dare una
teoria della trasformazione di tali superficie con congruenze W .

Come sorge spontaneo dalla mia Memoria citata, le linee = =0 di
Darboux-Segre sono, dopo le assintotiche, il pitt semplice sistema di linee,
tracciato su una superficie, che si possa definire in modo puramente proiet-
tivo. Anzi la conoscenza di tali linee determina le assintotiche, la cul equa-
zione ¢ precisamente lo hessiano di 2.

(*) Come sard dimostrato altrove, la prima di queste forme ha grande importanza

per lo studio di un problema, che & per il gruppo proiettivo, l'analogo del problema

della deformazione di una superficie in una superficie applicabile.
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Noi c¢i chiediamo dunque:

Quando mai la corrispondenza stabilita tra le due falde focali da
una congruenia di relle é tale che sulle due falde focali si corrispondano
le linee 2, =0 di Darbouz-Segre ?

Una tale congruenza @& necessariamente W . Come si vedra, le con-
gruenze, di cul qui ei occupiamo, si possono considerare come una semplice
generalizzazione delle congruenze a falde focali rigate, gia studiate dai pro-
fessori Bianchi e Segre. I teoremi che qui dimostreremo sono i seguenti:

1°) Le falde focali di una di tali congruenze sono Superficie su
cui le linee di Wilesynski formano un sistema coniugato.

2°) Viceversa ogni tale superficie ¢ falda focale di oo® congruenze,
sulle cuz falde si corrispondono le linee di Darboux- Segre.

Pare dunque non privo di ogni interesse lo studio piu profondo del
problema, a cui é dedicata la presente Nota.

5. Per dimostrare i teoremi citati, mi varrd dei risultati di una Me-
moria del prof. Picone (‘). Con edu® -2/ dudv -+ g dv? indicherd 1ele-
mento lineare dell’immagine sferica della prima falda focale della con-

gruenza; con ¥ la funzione caratteristica della deformazione infinitesima in-
dividuata dalla congruenza; con ¥;, Wi, Wiy indicherc per 7,74 ,i=1,2
(11) (22)
(N

1 simboli di Christoffel di tale elemento sferico, che differiscono solo per il

le derivate covarianti di ¥ rispetto a tale forma quadratica; con

—
-

segno dai simboli analoghi costruiti per 1’elemento lineare della prima falda
focale. I& ben noto che

(1) Yoo+ /9 = 0.

D'altra parte [cfr. le (10), (11) del § 3 di (P)] affinché tali simboli
relativi ad una falda siano proporzionali ai simboli omologhi costruiti per
Paltra falda; cioé, affinche sulle due falde si corrispondano le linee ds
Darbous-Segre, deve essere, indicando con 4 un fattore di proporzionalita,

ALy

(*) Sulle congruenze rettilinee W (Rendiconti del Circ. matem. di Palermo, 1913,
tomo XXXVII). In questa Memoria, foudamentale per la teoria di tali congruenze, I'A.,
superando gravi difficolta analitiche, calcola tutti oli elementi di una congruenza W. In-

dicherd questa Memoria con (P).
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dove H =1/e sen (6 4 w) ed M — Vgsen(0—w):con o & indicato 1'an-
golo definito dalla cos 2w=1/,%_(; con 6 I'angolo fra 0 ¢ 7 che un raggio
della congruenza fa con una ]in'(/:a di curvatura.

Ora essendo -1 la curvatura dell'elemento lineare edu*~-2/du dy + gdv?,
si ha identicamente (')
(4) lpm—wm=—f¢n+f’% ) U'??l_WQn:fw?—‘{/wl.

Sostituendo in (4), al posto della Wpqe , 1 loro valori

_ ¥y, {pt) fg0)
wml_)l‘,[_i,)S\wwﬁg?sswm (’pss19vl=1~2)7

dove al posto di ,, si scrive il valore che se ne deduce dalle (1),(2), (3),
le (4) diventano le condizioni di integrabilita di (1), (2), (3) considerate
come equazioni nella ¥. Ricordando che, per 4 — 0, queste condizioni sono

soddisfatte, esse assumono la forma semplice (indicando con — —12— la cur-
0

vatura della prima falda focale)

1)
dlogh | 2, (2§ 2logyp H(22)
5 2 —log-—= 4 —2+r=  — =
(5) W +Dv LS W M(1} 0
25 .
: dlogd | 2 Sl 2 log 1/e M(11)
(6) e +bu log M i Du o H(2 $=O'

Bisogna calcolave la condizione di integrabilita delle (5) e (6) eonsi-
derate come equazioni in 4. Si trova

(11)
@) buD;v log fzzz: il
b (el
B i e s e )

Proveremo tosto che 2 =10; allora la (7) coincide con 'equazione con
cui al n. 2 abbiamo definito le nostre superficie.

(') Ricci, Teoria delle superficie. Padova, ed. Drucker, 1898, pag. 109.
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Viceversa, se questa equazione é soddisfatta, le (5) e (6) permettono
di determinare A con una sola quadratura. E le (1), (2), (3) diventano un
sistema illimitatamente integrabile.

6. Dimostriamo dunque che — 2= 0. Adotteremo senz'altro le nota-
zioni di (P), indicando con ¢ l'angolo dei piani focali, con ¢ la distanza
dei fochi, e ponendo

d=cg—[* ; K:];o()3(6—|—co) ; '=]§ s(0 — w).

Per il calcolo di — £ @ importante ricordare le (II*) e le (9) del
§ 1 di (P); le quali permettono di calcolare le derivate di cot o, di H, K,
M, N. Sara bene ricordare anche 'identita { d =HN—MK. Scrivendo — £

nella forma
LM R \22;&)
2 VH _37/,(& 1M

si trova facilmente, caleolando 1'espressione tra [....J, che

R

—| — lo )
PUARRY gM {

DZ
QU

HDIOUID ]_g o D ({22 H
+wu M w _1\1(“°t°+z>j\+w(11sM'

Applicando di nuovo le citate equazioni di (P), si trova infine che — 2
¢ uguale a

— 0=

log (¢ 1/9) +

29
\..4.’.
) i = = 5
H (& E (22) 2 log (o1/d) log /e logte 2log(e1/d)

M W (1) U W2 W W
11 \22; 22 = Dlogl’; 2 1log /0
— W ’(H'[r 2§11 e ey o

Serivendo le (4) del § 3 di (P), scrivendo cioe le equazioni che dicono
essere ugnale a 1 la curvatura di edu® -2/ dudv + gdv®, si trova che
— 9 (moltiplicato per il fattore M == 0) si riduce a

gH—N{/d—Mf=
=g1 Z[sun (8 4 @) — cos (0 — w) sen 20 — sen (6 — w) cos 2w |

che & identicamente nulla [perche 8 4 o = (6 — w) -4~ 2w], come volevasi
dimostrare.




