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Un'equazione generale di Riceati,
®) ['=Pf+Qf+R,

¢ sempre riducibile a ciascuno dei tipi (6), (7). (8); ma & naturale che al

tipo (6) & riducibile assai piu facilmente: bhasta infatti operare la trasfor-
mazione della variabile indipendente & in 2, — — ‘P/./J'.

4. La seconda osservazione & che, anche a prescindere dalla costruzione
dell’apparecchio rappresentato dalle figure 1 e 2, i legami imposti alle varie
vighe che formano 'apparecchio possono dare la norma per una costruzione
grafica. approssimata  dell’ integrale dell’equazione di 20 ordine. Bastera
divideve l'ascissa a, delle varie curve assegnate, in tanti piccoli intervalli
eguali e seguire un procedimento discontinuo analogo a quello tenuto per
uno scopo simile, alla fine del § 19 del mio libro pilt volte citato.

Matematica. — Swlla definizione di coppie, terne, ece. Nota “
: |
di C. BuraL-ForrTI, presentata dal Corrisp. R. MARCOLONGO. |

Ho gia indicato (') come ci si possa servire degli operator: per defi- ‘
nite nominalmente degli enti dei quali finova si conosceya soltanto la defini-
zione 0 per asirazione, o per classi. Applico ora tale procedimento alla
definizione nominale delle coppie, terne, che, di uso continuo nella lo-
gica e nella matemativa, si assumono attualmente (*) come enti primitivi,
cioé come enti non definiti dei quali si assegnano convenienti proprieta atte
a caratterizzarli (postulati o proposizioni primitive). Il concetto di opera-
tore, fondamentale per il procedimento che intendo seguire, & gia stato am-
piamente analizzato dal prof. S. Catania (*) ed ottenuto sotto due forme

(") G. Burali-Forti, Nuove applicazioni degli operatori. Atti Ace. Torino, vol. L,

adunanza del 7 marzo 1915. Anche le classi area, volume possono essere definite senza

ricorrere alla classe di Russel (cfr. Osservazioni) come elemento ausiliario e non come
elemento essenziale!) il che, allora, non mi pareva facile. Essendo @ un poligono piano
e « un prisma, area a e vol « si possono definire quali operatori tra coppie (v ,y),

terne (v ,y,2) di punti distinty e classi di punti tali che:

(area @) (@, y) = «classe dei punti 7 tali che il triangolo di verticj ZyY.m, e equi-
valente ad a»;
(vole) (#,y,2) = «classe dei punti m tali che il prisma, di cui una base & il triancolo
zyz e il piano dell'altra base passa per m, ¥ equivalente ad « ».
(*) Cfr. Formulario matematico di G. Peano.
() S. Catania, Sul concetto di funzione monodroma ¢ su quelli che da essa deri-
vano (Questi Rendiconti, vol. XXII, ser. 5%, 2° sem., pp. 546-551, 639-642. an. 1913):
Grandezze e numeri, Catania, cav. Niccold Giannotta editore, 1915

Rexpiconti. 1916, Vol. XXV, 1° Sem 5
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diverse. Una di queste implica il concetto di coppia, 1'altra ne & indipen-
dente. Affinché non possa nascere il dubbio che il procedimento che ora
seguo pev definire le coppie, terie, ..., contenga un circolo vizioso, ri-

porto, alquanto modificatu, la definizione di operatore del tutto indipendente

dal concetto di coppia.

L. Per 1'eguaylianza, o identita, indicata dal simbolo =, intendiamo
valga la definizione di Leibniz: & =y, solamente quando, qualsiasi proprieta
dl « & altres: proprieta di y; ovvero con i simboli ¢drografici di G. Peano,

i]] 7‘,;:!/::@,5(,‘1,\‘-\/‘&// ) “YEa.

a

Ricordiamo, sebbene possa parere superfluo, che dalla [1] derivano le

proprieta rzfiessiva, Simmelrica e (ransiliva.

() =y -J y=a L =1 -9y = ) p— 2

del simbolo di azione =, ma che da queste non deriva la [1] (come
lo provano, ad es., le relazioni . parallela a, ¢ simile a) e quindi che
le (2) nom possono esser chiamate proprieti della egua-

Ricordiamo ancora che, una volta ammessa la [1] per stahilire il si-

ato della velazione 2=y, non & piu lecito (%), per gli elementi di

e speciale », assumere ad arbitrio il significato di z =y ; si deve

oce definire la classe # in modo che dalla [17] risulti lo speciale signi-
ficato di z =y per = e y elementi di » ()

2. In cid che segue dobbiamo spesso considerare delle classi u, cia-
scuna delle quali contiene effettivamente pi di un elemento, cioé ne con-

C. Burali-I Sur

) jacite et sur lintroduction des éléments dérivés dans
Enseione nt mathematique, 1899,
( I mune definizion per ast z1one (cfr rmulario matematico), dovuta in
{ I Euelid resenta tre not lifetti logici
) per la cla % che siinten introdurre co definire il significato della
1 y elementi di ¢
] 1 =y, fissata non individua una sola
1 ] [ y 1 anificato stabilito :
la possibilita di poter s gliere, tra le infinite classi u [e, si
l¢ 'interve di nuovi eleme nti che definiscano 1 yminalmente %; ecfr. “)VL
na sj g ¢ li questa restano individuati i infiniti modi.
1l ent 1 1 elativi ad un campo di no-
X XTI i 2 m. 1912, pp. 677-682), ho tolti i difelti
pure di 1 nche ¢ la nn t. & 1mpossibile di togliere il di-
1indi iente di abband 1 tutt e definizioni per astrazione, sot
1 forma, visto che & possibile enza ricorrere alle difettose definizioni per
‘.‘vx Si i far uso delle definizioni mediag operatori. (Cfr, T. Boggio, Bollettino di bi-
bliogi tori cienze matemati
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tiene almeno due. Tndicheremo con Cls' 1'insieme di tali classi. ciod porremo
[2] Uls’:Cls-:Amzu{xeu-f)a.'g[u-z.:f};

cioé: % & una Cls' solo quando « » & una classe non nulla. ed essendo z
un individuo di w, si ha, qualunque sia 2, che esiste almeno un % diverso
da x ».

Ci sard pure utile di considerave 1'insieme di tutti gli enti z, ciascuno
dei quali gode della proprietd che « esiste almeno una classe non nulla #
della quale # € un indiyiduo (un elemento) ». Tale insieme lo indicheremo
con la notazione Elem , abbreviazione di elemento.

[3] Blem =3[ Cls=up o us (eu)].

Si intende che al simbolo Elem intendiamo dare sollanto il significato
espresso dal secondo membro della [8] e nessuno dei vari significati spe-
ciali che la parola elemento pud avere nel lingnaggio comune o in altre
trattazioni di logica ideografica (°). Ad es., il fatto che 2 & un Elem, non
esclude che @ sia una classe, o classe di classi; basta che una classe w,
contenente 2, sia classe di classe, o classe di classe di classi. perché z sia
classe, o classe di classi.

3. Quando, per x scelto ad aibitrio in un conveniente campo di nu-
meri, si definiscono le notazioni, ad es.

Z sen z ,

si ammette implicitamente che il simbolo (semplice) ! scritto a destra di
0 il simbolo (composto) sen scritto a sinistra di 2, senza che tra
0 sen si interponga alcun altro simbolo, produca un certo ente.

Nulla impedisce che tale azione grafica si generalizzi. Noi conside-
riamo la classe, che indicheremo brevemente con

S,

formata da tutti i

« simboli, semplici o composti, /', tali che la notazione

GRS VGRS Wi

/ / )

ottenuta scrivendo ,/ a destra o a sinistra di un conveniente elemento z,

() C. Burali-Foxti, Les propriétés [ormales des opérations alg Oriques (Revue de

mathématiques publiée par G, Peano, tomo VI pp. 141-177, 1896-1899). In questa Memoria

il simbolo Elem & indicato da o “Cls; per tale simbole, e per conservare 'analogia
con O ‘u, ove u ¢ classe di classi (cfr. Formulario), occorse ammettere che Cls & una
classe di classi, il che pud essere o no ammissibile a seconda del valove logico del sim-
bolo Cls. Evito ogni discussione introducendo il simbolo Iflem il cui significato preciso

¢ dato dal secondo membro della [37.
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e senza che tra = e / si interponga altro simbolo [eccettuati parentesi o
punti (7) come separatori], abbia un significato ».

La classe S & vastissima. Comprende gli ordinari simboli !, sen, cos,
tg, ctg, log, ...; per o numero reale o complesso contiene i simboli com-
posti 4, a—, aX, a/ come pure i simboli 4-a, — @ (ovdinarl nu-
meri relativi), X @, /@ (per « non nullo); per u vettore contiene i sim-
boli composti +~w, —u (traslazioni), w /A (omografia assiale), u X ; ece.

Gli elementi di S compariscono come enti collegati a forme di scrit-
tura, cioé dipendenti da una azione grafica. Tale azione grafica, e con essa
la classe S, pud esser considerata come primitive (®) vispetto alla logica
ideografica, ma cid non toglie che la frase sopra scritta entro virgolette fissi
i caratteri che deve avere un simbolo / per appartenere alla classe S e
quindi individui la eclasse stessa S. Del resto. anche le forme di logica
ideografica non sono indipendenti da forme di serittura, o asioni grafiche,
e sard difficile, per non dive impossibile, di definire mediante simboli ideo-
grafici la classe S; né tale impossibilita pud distruggere I'esistenza effet-
tiva e pratica della classe S.

4. Sia » una Cls’ e » una Cls non nulla. Noi diremo che / & un
« operatore a sinistra ftra gli v e 1 v »,

Op (z.v),

quando / & un elemento della classe S, tale che, se = & un %, si ha, qua-
lunque sia 2, che fz & un »;

[4] ueCls' -veCls=vp D -0p(z,v)=Sofzlzeu -, frev}.
Diremo che / & un « operatore a sinistra per gli « »,
Op u,
quando & operatore tra gli » ed una qualche classe v ;
[5] ueCls"-D - Opu=0p(u,») | v'Cls=ty .
Infine diremo che /' & un « operatore a sinistra »,
Op *,
quando ¢ operatore per qualche classe (Cls’);
[6] Op*=0O0pu|u‘Cls’).
(") Si serivera «(f),(2)f, (#)(f), z.f, e analogamente per fz, quando z o f siano

simboli composti e tali che la notazione z/ possa produrre equivoci per i diversi modi
di scomposizione. In ogni caso le parentesi e il punto hanno soltanto 1 ufficio di sepa-

ratori, e non altro.

(]) E cosi ha faito il Catania® cfr. (2).
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Per gli operatori a destra varranno le notazioni
(50)Op % Ope i 2 0p:;

ma in generale parleremo di operatori a sinistra, intendendo che per quelli
a destra siano ripetute le medesime cose.

La classe Op* & una parte propria della classe S; sia percheé le classi
u,v considerate non sono del tutto arbitrarie (°), sia perche nella [4] &
stabilito (il che non & stato fatto per S) che, se /' ¢ un Op(u,v) e a &
un %, allora /z e uno, ed un solo, elemento della classe v che, natural-
mente, dipende da z e da una legge che pud ritenersi espressa, almeno
formalmente, dal simbolo / che non varia col variare di @ in #. In altri
termini, la [4] stabilisce, sotto certe condizioni per «,», che Op(u,v) &
¢id che comunemeute chlamasi corrispondenza univoca tra gli w e ¢ v, il
che non & detto per la classe generale S.

5. Per chiarire meglio il significato di Op(%,»). e anche per avere
una base per future discussioni, gioverd indicare le proprietd fondamentali
degli operatori.

(7] uweCls'- feOpu- 2, yeu-z=y-J - fo=[y:

« un operatore per gli x, applicato ad elementi eguali di %, da elementi
pure eguali », il che conferma l'univocitd della corrispondenza tra gli «
eiw.

Infatti: essendo /2= /2 (proprictd riflessiva dell'=), & certo che z
& ano degli elementi 2 di » tali che /2= /s; ma se » =1y, allora per
la [1] anche y & uno dei tali elementi s e quindi /= = [y (cfr. Formulario).

(8] u,veCls - vJu-IJ-0pudOpv:

« un operatore per la classe » & anche operatore per una classe v conte-
nuta in u, si intende purché wu,» siano delle Cls' », il che e evidente per
la [4].

[9] [,9e0p*-D. . [f=g -=:xeBlem I, fx=g2:

« due operatori (a sinistra) sono identici solamente quando, applicati ad uno
stesso elemento, qualunque esso sia, ddnno lo stesso resultato » (1°), cioé:
se /a appartiene ad una classe v, anche g vi appartiene, ed é lo stesso v

©) Ad es., Op(«,») non corrisponde esattamente al vfu del Formulario di Peano,

perche in vfu le classi u,» sono qualungue. Perd quando w ¢ una Cls” e » una classe

non nulla, ogni Op(u,v) & pure un »fu.
() Cfr. (°) pag. 144, III" 3.
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indicato da /' ; e se [/ & privo di significato (ha la proprietd di non aver
significato), anche ga & privo di significato (!).

Interessa dimostrare in modo completo la [9].

L'ipotesi /', g sono Op* & sempre sottintesa, ma si considera sempre
presente.

a) Sia f=yg.

Esserndo fx = fa, & certo che / & uno degli operatori A tali che
fx="hg; ma essendo /=g, anche ¢ (cfr. [1]) & uno degli operatori 7
ora considerati, cioé /& =gx.

Dunque: f=g¢g-D:zsBlem ), - fz=ga.

) Supponiamo; x & Elem -0, fx=ga.
Ogni possibile proprieta di /' & della forma (efr. le [4], [6])

/e0p(u,v),

ove » éuna Cls' e v & una classe non nulla; ma, per 1'ipotesi &), la stessa
proprieta (cfr. la [4]) appartiene anche a g : vale a dire, per la definizione
di =, si ha che f=g.

Dunque: zeEBlem D, - fo=ygsr:D:f=g.

Da a) e 4) si deduce la [9] (*?).

Crediamo inutile riportare altre proprietd degli operatori (*?). Vogliamo
solo ripetere per qual ragione nella [4] si & supposto che z sia una Cly
in luogo di una Cls qualunque. Se /& un Op(z,v) e z & un u, allora,
nella notazione fz, che indica un », « é certamente un S che, scritto a
destra di /, produce il » considerato. Se, allora, nella [4], u fosse una classe
qualunque, risulterebbe che x & un « operatore a destra tra gli eguali
ad f eai v », proprieta che, in generale, l'ente a2 di # non ha; si cadrebbe
cioé in un assurdo. Invece, con la limitazione posta per u nella [4], = non

(") Supposto che 'essere f@ privo di significato possa urtare una qualche su-
scettibilita logica, allora basta dare alla [9] la forma seguente:

94 f39e0p*.0. . f=g.=:z8Elem.fz,gueBlem-0. . fo=gx.

Il prof. S. Catania mi comunica che in un suo lavoro di prossima pubblicazione

da alla condizione di eguaclianza la forma seguente :

I5960p.-peif=g.=.:.geCls".0u: feOpu.= .ueOpw..
usCls'.f,geO0pu.zeu.pu,u.[2 =492 .

Questa pitt ampia forma delle [97, [9'] & pin chiara, o almeno pit comprensibile, perche
indica esplicitamente dei particolari che nelle [9]. [9] sono conseguenze della ipotesi
generale « /', g sono operatori a sinistra ».

(") La stessa dimostrazione si applica alla [9'] e alla forma del prof. Catania in-
dicata nella nota precedente.

(**) Per I'uso pratico degli operatori cfr. C. Burali-Forti e R. Marcolongo, Ana-
lyse véctorielle générale, vol. I e II, Mattei, Pavia.




— 411 —

pud essere « operatore a destra tra gli equali ad [le ai pm, perche ¢li
« eguali ad /» formano una classe contenente un solo elemento, '/, e in
tal caso I'Op non & stato definito. Questa opportuna limitazione della
classe » in Op » & dovuta al prof. S. Catania (cfr. (%), Grandessze ¢ nu-
mers).

6. Visto come gli operatori si possano definire indipendentemente dalle
coppie, occupiamoci della definizione di queste, il che forma I'oggetto prin-
cipale di questa Nota.

Se @, b sono elementi qualunque per la « coppia della quale ¢ ¢ il
primo e & il secondo elemento », adotteremo la notazione. senza parentesi,
del Formulario,

a;b,

ma nulla impedisce che si adotti la notazione usuale (a,0).

[10] a,beBlem - a; )=
=1[0p*o/slfa=ra fb=1b: e Elem-(uzuzb)-Dw-/a;=1auzb”:

« essendo a, b elementi qualunque, definiamo la coppia @ ;4 come quell’ope- |
ratore a sinistra che, applicato ad «, di la clasge degli eguali ad ¢, appli- ‘
cato a 4 da la classe degli eguali a &, ed applicato ad un elemento di-
verso da o e da b da la classe che ha per elementi @ e & soltanto ».

Dati gli elementi @, 4, la coppia a ;4 ¢ un operatore univocamente de-
terminato per la classe Elem

[11] a,beBlem -0 a;b ¢ 0p Blem ,

poiché la [10] individua la classe (a;b)z per a scelto ad arbitrio nella
classe Elem.

L'ordinaria condizione di eguaglianza di due coppie,
[12] a,b,a 0 eBlem . a;b =030 :—=:qg—4q -b— /i
risulta dalle [1] [107] ecome ora dimostriamo.

In virty delle [9] [10], la condizione a;b — o ;¢ equivale alla |
condizione
(1) (@a;6) 2= (a’; )z, qualunque sia l'elemento z . r

@) Supponiamo a=da' e /=14 ‘

La (1) & verificata per z=a=14a', per 2 =0—=14" e per x diverso

da a e da 4, e quindi anche da o' e da 0"; cioé é verificata per 2 elemento
arbitrario.

Dunque: a=a'-b=10"-0 a;b=0d;¥ .
b) Supponiamo a;b =a";¥’ .
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Per 2 diverso da a,b,d ,d la (1) e la [10] danno

va o th=1a" vl

che & verificata solamente quando

s—da e b=20> ovvero a=10 e b= -

vale a dire

(2) da a:b=d;l segue a = oo hi="05 oppure
(3) da a:b =4d b segue o= Ve b=ada.

Ma la (1) deve esser verificata anche per z identico ad uno qualunque
degli elementi a,b,a ,b". Se vale la (2), allora vale pure la (1). Se
vale la (3). allora da a) risulta «;b = b;a che, per x=a =" ovvero
per x=~5=a', d2 a=10. Dunque, se a==2, la (3) non & possibile;
e se a=~0, la (3) coincide con la (2).

Dunque: ;b =d ;b D-a=d -b=10.

Da a) e b) si deduce la [12].

7. Per le terne. e per le successioni di quatlro, cingue, ... elementi,
si ripetono le cose precedenti. Ad es., per le terne si ha:

[18] a,b.ceBlem D a;bic =1[0p*of2{fa=ta"] b ="ub fici—

— c:zeBlem=(tavthoic) Iy fz=1avthoct]

[14] @,b,ce Elem D-a;b;c e Op Elem
[15] 2 bhod el Bleme- D anbiie =0 i Gicl=—t

a=d b=0b-c="c.

Nel Formulario la terna a;b;c @ definita identificandola alla coppia
della quale ¢35 & il primo e ¢ il secondo elemento,

(1) a;b;e=(a;b);c.

Ma non vi é ragione speciale per fare la posizione (1) piuttosto che la

(2) azbe —=a;050)5
e poiché le due posizioni (1), (2) sono contradittorie, — giacché non puo
essere a;h—a e c=~b;c, — pare preferibile di dare della terna la defi-

nizione diretta [13]. B indiscutibile che le (1), (2) non sono consequenie
delle [13]. [10].

Una volta definite le coppie, terne, ..., si possono definire nel modo
usuale (cfr. Formulario) le classi di coppie e terne formate con gli ele-
menti di date classi: ad es.,

[16] u,veCls=op-D uiv=(z;y)3}zeu-yev}, ecc;
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si possono considerare gli operatori binari. ternari, ... gia contenuti nella [4]
per u classe di coppie, di terne, .; si ottengono i simboli di operazione
dagli operatori binari Lefr. (3), (*)]; ece.

Giova notare esplicitamente che. una volta ottenut

a la condizione di
eguaglianza per le coppie, terne. ..

-, la definizione di queste come operatori
pitt mon ha, in generale, bisogno di essere adoperata [efr. (')] esplicitamente
nelle varie questioni nelle quali compariscono coppie, terne, ... I cid [efr. (1)

ultimo capoverso della prefazione] non costitnisce un difetto della defini-
zione ora data.

Matomatica. — Risoluzione dei problemi di Dirichlet e dj
Neumann in campi prossimi a quells classici. Nota I di T. Cisorry,
presentata dal Socio T. Levi-CrviTa.

Sia ¢ una superficie chiusa, che individua una regione S dello
Q un suo punto cenerico:

(1) /(@ =0
la sua equazione; m il vettore unitario normale a o In Q e divetto verso S.
Sia ¢' un'altra superficie, che poco differisce da o,
@) Q=Q+en,
dove
e =1¢(Q)

¢ una funzione regolare, comunque assegnata, dei punti Q di o.

La relazione (2) stabilisce una corrispondenza fra i punti di o e quelli
di ¢'. L'ipotesi che la superficie o' poco differisce dalla originaria super-
ficie o, viene analiticamente tradotta dall

spazio;

luogo del punti

a circostanza che il limite supe-
riore di |e| sia cosi piccolo di fronte alle dimensioni lineari di o, da po-
tersi trattare, vispetto a queste, come quantitda di primo ordine.

Cid posto, si sappiano risolvere, nel campo S, i problemi di Dirichlet
e di Neumann: si sappia, cios, determinare una funzione U (P) armonica e
regolare nei punti P di S (e, soe S & lo spazio esterno a o, sodd

isfacente
alle solite condizioni all' infinito)

e tale che sul contorno ¢ assumano valori
prefissati o la funzione stessa (problema di Dirichlet) oppure 1
normale (problema di Neumann). Le corrispondenti formol
(cido & ben noto) le seguenti:

a sua derivata
e risolutive sono

‘ e dG(P,Q)
(3) U(l’):km‘[qU(Q)Tdm:
1 ( dU(Q)
(4) UE)=Tite- | S (@, Q)de,;

Ruxprconrr, 1916, Vol. XXV, 1° Sem.



