P

a1 o WA, PRI B ) s e '—an‘_&r B e A R

e

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

ANNO CCCXII1.
1916

S HUREH QU N A

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME XXV.

1° SEMESTRE.

ROM A

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI

PROPRIETA DEL DOTT. PIO BEFANI

1916




— 445 —

onde risulta che le conseguenze differenziali della (17) sono gia contenute
nel sistema considerato. Il sistema & dunque ancora completo, e il numero
delle costanti essenziali nelle soluzioni resta diminuito di un’ unita.
c. d. d.

10. Applicati al caso »=2. i risultati ottenuti dimostrano che: ogng
superficie della classe Hi == Hi = cost ammette o' trasformate di Ribau-
cour délla slessa classe. In particolare, per le superficie isoterme queste
sono le trasformazioni D, di Darboux per inviluppi conformi di sfere.
Ma a queste medesime D,, possiamo ricondurre in sostanza le trasformazioni
della superficie con H} — Hj = cost, ricorrendo alla costruzione del n. 4.
ed alla nota proprietd della D,, di essere permutabile colla trasformazione C
di Christoffel (*). Una coppia (S,S) di superficie isoterme trasformate di
Christoffel viene cioé cangiata, da una Dy, in un‘altra tale coppia (S, §).
Si prenda una quaderna variabile (P, B 5Pa F) di punti corrispondenti
sulle quattro superficie e si dividano, secondo il num. 4, i due segmenti
PP , P'P' nello stesso rapporto costante %; allora: 7 due punti di divi-
sione M M’ descrivono due superficie della classe Hi — Hi=c legate
da una trasformazione di Ribaucour.

La costruzione vale ancora nel caso delle superficie della classe H? -
- HZ= cost, ove perd le coppie di superficie isoterme saranno immagi-
narie coniugate. ;

Meccanica. — Sopra due trasformazioni canoniche desunte
dal moto parabolico. Nota del Socio T. Lrvi-CiviTa.

La regolarizzazione (con conservazione della forma canonica) del pro-
blema piano dei tre corpi dipende sostanzialmente dalla trasformazione
quadratica

x + 1y = E+ i) (i=1—1).

Ne ho fatto uno studio sistematico in piu Note recenti (?), nella prima delle
quali esprimevo la fiducia di poter assoggettare anche il problema spaziale
ad una regolarizzazione altrettanto esauriente. A cid induce da un lato la
considerazione che la permanenza dei tre corpi in uno stesso piano non con-
ferisce alcun carattere specifico al comportamento analitico del sistema nel-
1’ immediata prossimitd di un urto binario; dall'altro il fatto che (pur con

(1) Ved. il § 3 della mia Memoria: Ricerche sulle superficie isoterme e sulla de-
formasione delle quadriche, Annali di matematica, serie III, tomo XI (1905).
(*) In questi Rendiconti,’ vol. XXIV (2° sem. 1915), pp. 61-75, 235-248, 421-433,

485-501, 553-569.
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I’ intervento di ausiliarie ingombranti) una regolarizzazione & gid stata rag-

ciunta dal Sundman (') con piena generalita.
In questa fiducia, dopo aver infruttuosamente saggiato parecchie tras-
uno spediente di calcolo al-

formazioni di coordinate, pensai di ricorrere ad
(an-

cioé ad una trasformazione canonica di contatto

quanto piu penetrante.
a quale abbia cavattere regolarizzante per

ziché semplicemente puntuale), 1
il problema elementare dei due corpi.

Scopo principale della presente Nota & la deduzione di
moti centrali di tipo parabolico e 1'analisi de

questa trasfor-

mazione dai lle sue eleganti

proprietd geometrico-cinematiche.

Mostrerd prossimamente come essa conduca alla desiderata regolarizza-
sione canonica del problema dei tre corpl. Qui ne ho tratto occasione per
la trasformazione canonica, che introduce elementi

far conoscere una second
osculatori parabolict riattaccandosi ad un'altra mia ricerca (°).

1. — RICHIAMI CONCERNENTL IL METODO DI INTEGRAZIONE DI JACOBL.

Sia dato un cenerico sistema canonico

dp; \.‘H dl DH .
(1) ﬁ:————— ; ———szj (z=l,2,...,n)
at dx; at Wi
a funzione caratteristica H(py,pz,-s Pn 5 Z1. T2, ...,a,) indipendente da ¢
Si formi l'equazione di Hamilton-Jacobi
(2) H—=icost=1%,

ritenendo nel primo membro ogni
WW

0xi

pi O 2 s )

La definizione classica di integrale completo della (2) fa intervenire
specificamente 4 ed altre » — 1 costanti arbitrarie o %z, ..., %u-1- In forma
piu‘simmetrica‘ seguendo Poincaré (*), si pud chiamare integrale completo
ogni funzione

Tl ; FF E
WAZs T ooy Lo 5 Gy B2 slosels )
delle #; e di » costanti &;, la quale:

1 Jo £ . 7 - .
(*) Nel suo celebrato Mémoirs sur le probleme des trois corps. Acta Mathematica,
tomo 36, 1912, pp. 105-179.

(%) Nuovo sistema canonico di elementi ellittici. Annali di Matematica, serie III,
tomo 20, 1913 (dedicato alla memoria di Lagrange). i

(®) Legons de mécanique céleste, tomo I, Paris, Gauthier-Villars, 1905, n. 10.
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1°) verifichi la (2), ossia, sostituita in H, la riduca ad una funzione
H(E &, ... En) delle sole & (e quindi costante)

2°) contenga le n costanti essenzialmente, ossia non annulli (nel
campo di valori che si considera) il determinante essiano

0

|
0y G5

' (¢,7=1,2,.., 7).

Merce una tale W, le equazioni

WW N
s
2 ﬂ:],i

AT

definiscono complessivamente 1'integrale generale del sistema (1), porgendo
le x; e le p; in funzione dei 27 argomenti & e @;: i primi sono da riseuar-
darsi costanti di integrazione; i secondi funzioni lineari di #. e precisamente

23

~lars

le v; designando altve » costanti arbitrarie.

2. — MOTO CENTRALE PARABOLICO. TRASFORMAZIONE
DI DARBOUX-SUNDMAN.

Per il moto di un punto P (di massa 1), attratto da un centro fisso
secondo la legge di Newton, si ha la funzione caratteristica (energia totale)

. 5 i k
(4) H=3(pl +p:+ 13 — —.

7

dove % & la costante d'attrazione ed » = { »} -+ 3 -+ 2 rappresenta la di-

Zo , L3

stanza dal centro, le variabili coniugate ( ) designando rispet-

1

Py P2y Ps
tivamente coordinate cartesiane e componenti di velocitd del punto mobile.
La natura della traiettoria dipende notoriamente dal valore (costante per
ogni determinato movimento) dell'energia totale H. Il moto parabolico cor-
risponde al valore zero. Fissiamo questa determinazione, e consideriamo il
sistema differenziale che si ottiene da (1) [per 2 =3, con la espressione (4)
di H] cambiando la variabile indipendente 2 norma della posizione

(5) dt =rdu.




— 448 —

Avremo
;s Lo »H .
Qs wagaryt O e j0ties LSRN G =L DD )
du REY] du s

Per le soluzioni paraboliche, in corrispondenza a cui H =0, i secondi

: o 2(7B)  (rH) 2ee e
membri possono essere scrittl —=——7r = Le soluzioni stesse ap-
Li i

partengono percid anche al sistema canonico

n (///7‘ 2(rH) dz; (7 ) :
( == e = Je= ol
) du VT N Wi (2 15125,:3)

la duplice alterazioue della variabile indi-
pendente e della funzione caratteristica. Tale trasformazione — in verita
non recondita e gia da me usata (') per la regolarizzazione del problema
Sundman, poiché collega la sostitu-
una proprieta delle traiettorie

che differisce dall’originario per

ristretto — vorrei chiamarla di Darboux-
zione a ¢ del parametro » di Sundman con
conservative dovuta a Darboux.

Tutte le soluzioni del sistema (6) si p
dalita richiamate al n. 1) mediante un intecrale completo di

ossono rappresentare (con le mo-

rH=Lr(pt - pid-m)— &= Coshe

Di queste soluzioni hanno pev noi interesse le o7, comuni con l'originario
sistema canonico, per le guali =107

Cid posto. ove si conglobi % nella costante del secondo membro, ci si

trova condotti ad assegnare un integrale completo Wy . Zs s &5 5 &1 s B2 5 s)

della equazione
(7) Lr(pi i) =cost =3 ,%,5%).

Nelle espressioni finali delle i, pi, le costanti Z, , s, E; dovranno ri-

tenersi vincolate dalla relazione

(8) Jf(ingz-za):/ﬁ~

con che si verifica la condizione H=0 caratteristica delle oo® soluzioni

paraboliche.

1 ur fa g ] o
(Y Sur la résolution qualitative du probleme restreint des (rots corpe. Acta Ma

thematica, tomo 30, 1906, pp. 306-327.
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3. — COSTRUZIONE DI UN INTEGRALE COMPI,

ETO OMOGENEO DI GRADO

w€|—

In coordinate polari 7, (colatitudine), o (longitudine), 1a (7) si serive

@+ s e

7 >\ w 7%8in? g Qe

Essa arI.Jmette. come st riconosce immediatamente, integrali particolari indi-
pendenti da «, della forma

W=17rrw).
[nfatti, sostituendo in (7') risulta

sar (4

)
(’/5) ~=(’Ost,

cui si soddisfa prendendo per es.

[=27/& sin 5 W,
con & costante positiva arbitravia. Il primo membro della (7") si riduce in
conformita a +Z.

Si e cosi trovato un integrale

9) W=27cr sin 4 w .

che dipende materialmente da una sola costante. ma che si pud agevolmente
interpretare come dotato di maggiore generalita. Basta viflettere che (nes-
suna supposizione essendo stata fatta circa 'orientazione degli assi) & lecito
considerare come arbitraria la divezione dell'asse polare Ox,. ciod della se-
miretta a pactire dalla quale & contata la colatitudine . In questa acce-
zione, ove si ritorni a coordinate cartesiane generiche, e si designino con
Ai,Ae, %5 1 coseni direttori della semiretta suaccennata. sard

€03 w0 = S

Ay -+ e 20 + X z,
=

e W conterra, oltre a £, anche i coseni X, ossia complessivamente tre co-

stanti indipendenti. Per rendercene conto in modo preciso, immaginiamo il

vettore di lunghezza £ e di coseni direttori X, , X, , s, ed esprimiamo W

per mezzo delle componenti

(@=illy,: 2, 8)

-
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AN

di questo vettore, continuando tuttavia per brevita a serivere £ in luogo

di V8 +8+5%.
La (9) da

3

(9" W =1/287 /1 —cos w =1§]"§r—§_ii_gx..
1

che costituisce pertanto un integrale della (7) contenente le tre costanti

. in modo essenziale.

soffermo a giustificare quest’ ultima affermazione,
lgimento e dal risultato finale del ecaleolo. Mi
W si mantiene regolare e diversa
(r=20), ovvero

C1,G2,C

Non mi
apparird manifesta dallo svo
limito a rilevare che, a norma della (9"),
he non si annullino insieme tutte le z;
E (cosw=1).

poiche essa

da zero, a meno ¢
tutte le & (E=20), o infine tutte le differenze z; —
Ricordo, poi, che la sostituzione di (9) in (7) dava per risultato 1E, e

ne desumo che, per 'integrale completo (9') testé conseguito,

(10) Mv(il-iz-ix‘:%

donde, badando alla (8).

(8")

da cui dovranno ritenersi legate al coeffi-

Tale & dunque la relazione,
_E, nelle soluzioni

ciente d’attrazione le tre costanti d integrazione &, , &

paraboliche che ci interessano.

4. — SIGNIFICATO DELLE COSTANTI % E DEI PARAMETRI ®; .

Le equazioni che definiscono il movimento sono, in base alle (3) e

alla (9).

_)\Vg/’(f!' %):5,.

(11) W s Lv
¥~ Wlr
W o &

(12) O 8 e L N
2T \\'(,~ ) 10

(=123

Prima di risolvere rispetto alle x; e alle p;. non sara male rilevare il
ggiandosi sul fatto noto
12)] che il

1 fuoco

significato geometrico-cinematico delle i, ®;, appo
[e altresi — ben si intende — implicito nelle stesse (11) e (
movimento & centrale ed ha luogo sopra una traiettoria parabolica co

nell'origine delle coordinate.
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La circostanza che il moto & centrale im

plica 1'esistenza degli integrali
delle aree, che si compendiano nella relazion

e vettoriale
(18) rAv=ce,

designando r il raggio vettore focale (di componenti £, J15a151Es
citd, ossia il vettore di componenti D1y Pe

mento focale della velocita). Per brevita, i
stante & definito dalle componenti £, | £, :
definito dalle componenti @, , &, , @ .

Gia risulta dalla (8') che il vettore & ha lunghezza (
resta da renderci conto della direzione, servendoci all’ uop
In forma vettoriale esse si serivono

ar) e o) |

(12" v=%(%r—§),

e consentono di riconoscere che, af pari di &, ¢ costante anche il vettore

& A w. All'uopo, moltiplichiamo vettorialmente 1la (11") per & e la (12"
per r. Viene

)i v la velo-
»Ps; € un vettore costante (mo-
ntroduciamo ancora il vettore co-
€s, nonchs il vettore (variabile) w

certo non nulla) 2k;
0 delle (11) e (12).

§/\w=—%r/\§.

TAV=— /NG

=

w

(14) ENw=e,

c. d. d.

Ricaviamo dalle (11’) anche I'espressione del prodotto scalare wX§&

e di ®*, che scriveremo @, attribuendo, per analogia con &, la designa-

| zione ® alla lunghezza §/@} 4 &F + @3 del vettore w.

| Si ha

i donde, per la (13),
l

o X E= %(ng—Er),

o Er — EX1), - |

le quali, badando che, per la (9'), @&

|
i e
|
:

|
" IWe=Ep—§Xr, : |
(9 7

Renorcontt. 1916, Vol XXV, 1° Sem. 59
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porgono

(15) —wXE=1W,
1) 72 =£ o

(16) ® E

3 3
W
e =D e L
SR T G

e si sarebbe potuta desumere dalla semplice osservazione che W & omogenea
di grado L rispetto alle & (come anche rispetto alle z).
Con ovvia combinazione delle (9”). (15) e (16), si ha

=1 1
GJ?EE—(WX§)2=E’/‘—%(E_7’—§XI‘)=%;(7'+?§XI‘).
S

I1 primo membro si identifica manifestamente col quadrato del vettore & A o;
cioé, in virtu della (14), con la costante ¢®.

Ricordando che 2 rappresenta l'angolo formato dai due vettori r e &,
si attribuisce al terzo membro la forma +&7 (1 4-cosw), e se ne ricava
I'equazione

(17) 7 (1 4 cosw) = —c*.

Jnl Do

Questa contiene i soli argomenti variabili » e w, e definisce quindi la tra-
iettoria del moto, dal momento che, in virth della (13), si tratta di una
curva tutta situata nel piano

cXr=290.

Il confronto con la forma tipica della equazione polare della parabola mostra
che w & 1'angolo formato dal raggio vettore r con l'asse rivolto dalla banda
della direttrice; inoltre che la costante del secondo membro,

- - r
Gl Gt Ggll®

E Aw)t ==

=
)

W, W; W,

rappresenta il parametro.
In definitiva: 7/ vettore costante (& ,8s,5) di lunghezza 2k ha la
direzione dell'usse della parabola nel verso che va dal fuoco alla direttrice.
Quanto ai parametri @, , @, ,®,;, compendiati nel vettore @, 1 inter-
pretazione risulta immediata dalle (11') e (12'), il cui confronto porge

1 1
18 ) L e
(18) w E~rv YL
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5. — FOoRMA RISOLUTA DELLA TRASFORMAZIONE CANONICA
FRA LE DUE SESTUPLE Z;, p;; & , ®;.

Dalle (11), (12) segue 1'identita
3 3

2;‘ pidz; — Zs 0 dE; = dW ;
1

percid le formule stesse definiscono una trasformazione canonica fra le pri-
mitive variabili 2;,p; e gli argomenti & ,&;, purché soltanto si possano ef-
fottivamente risolvere rispetto alle une e agli altri.

Le (11), isolando ;, e serivendo ¥ in luogo di — + W, porgono

(l?,':%E_t—ZYG),'.

Ma gid abbiamo ricavato nel numero precedente [sostanzialmente come com-
binazione delle stesse (11), (12)] le espressioni di » e di W in termini
delle & e @;: esse sono offerte dalle (15), (16), la prima delle quali diviene
wXE=VY.

Abbandonando la notazione vettoriale, me conservando le abbreviazioni

@ r=1xtaital, E=1B+E+E 6=10F 0+ a2,
Y= Zi ; &
1

(coi valori aritmetici dei radicali), si ha il primo gruppo delle cercate for-
mule risolute

(1) =0 —2Y @ (=il 253);

cui giova associare l'espressione (16) di », che ne & del resto una neces-
saria conseguenza e che riscrivo per raccogliere le varie formule da tener
presenti in vista dell’applicazione, annunciata nell'introduzione (alla regola-
rizzazione del problema dei tre corpi),

(6) r==E®.

Le formule esprimenti le p; risultano dal confronto delle (11) con
le (12), confronto che gid si & tradotto nella (18). Da questa, sostituendo
per ~ il suo valore (), si trae

®
(I1) o=, =1 (2 3).

~ 9
w*




¢
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e

Senza eseguire la detta sostituzione, si avrebbe
(e) rp; = o,
da cui [0 dalle (II)], tenuto conto di (4), scende
(@) r(pi+pi 8 =¢

che giova fissare per la ragione testé indicata a proposito della ).

6. — INVERSIONE. COMPORTAMENTO ANALITICO.

La trasformazione (I), 172 alenn calcolo. Basta notare
immetrico dalle z; e dalle ;.

talche anche le formule (11), (12) risultano simmetriche rispetto alle due

che 1'espressione (9) di W

sestuple (x:,p;) , (&, — ;).

Pereid, ove

ente, nelle (1), (II) le z;. p; con le

Siy — Wi, Se me traggono le espressions delle nuove in fer-

Corrisponc

mini delle antiche variabili. Giova aggiungere che. data la forma delle

iene al medesimo risullato scambiando addirittura
snondenti delle due sestunle | T :" p ';'i)-

che i secondi membri
I (di terzo grado), e quelli delle (II) funzioni razio-

-‘.‘r;-ﬂf -‘[l sono [l-;w;fh

nall col denomin

msente di affermare che /g nostra trasforma-
si0ne ¢ birazionale ¢ » - finiti degli argomenti, che
ispettivamente, p}-- pt--p3.
[T), meritano particolare men-
titi nulli delle », ma non tutti
estamente di sestuple (mon re-
quali si trovano immerse nel
campo di olomorfismo continuita: esse formano infatti
na varietd a sole tre dimensioni. nentre lo spazio ambiente ne ha sei.
S:lpp«'lﬂfﬂ;]lﬂ di variave la sestupla %, ®@; in detto spazio, avviei-
nandoci ad una T lungo una linea (regolare) L, per modo che, tendendo

non annullano il trin

nulli delle %;, talché

golari, per qnanto

le @ a zero, i rapporti —* ammetts imiti 1 eterminati i
. 0, 1 rapporti —* ammettano limiti ben determinati Yi, soddisfa-

centi necessariamente alls condizione

Le (I), (&), (¢) mostrano che /. coordinate
¢ ¢ prodotli rp; rimangono,

Zi, il raggio vettore r
una generica I', fun-

anche nell intorng d;
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aioni regolari delle & , &;, che si annullano in T ; non cosi le Pi, le quali
in generale tendono a diventare infinite.

Quando, lungo L, ci si avvicina indefinitamente a I', si ha dalle (1)
e (b) [tenuto conto, si intende, delle posizioni (a)]

3

ST ~ il
(19) 1“11;:&-—2%_\/1_)?%‘0;
e dalle (II) e (0),
(20) Um /7 ps = 1/E vi.

Se, in particolare, ogni y; coincide con 1—%‘, come avviene [in base
alla (14), per ¢ = 0] quando il moto parabolico degenera in rettilineo.
risulta

e &
' Ji e = et
(19 im - E
OsservazIONE. — Nei riguardi delle coordinate z; la nostra trasforma-

zione canonica (I). (I1I) non & puntuale, poiché nei secondi membri delle (1)
appariscono variabili trasformate di entrambe le sevie (& e ®;). Si tratta
quindi di una trasformazione di contatto. Intrinsecamente, per altro, essa
rientra nel tipo delle trasformazioni puntuali estese (nel senso di Lie). In-
fatti le (II) rappresentano una inversione per raggi vettori reciproci fra
le p; o le ®;, e le (I) ne rimangono subordinate dalla condizione di canonicita.

7. — MOTO PARABOLICO TANGENTE AD UN MOVIMENTO GENERICO.
INTERPRETAZIONE DELLE VARIABILI TRASFORMATE &, @; .

Dal n. 4 risulta agevolmente quale significato si possa attribuire alle
variabili (&, ®;), quando le (a;,p;) si-considerano come coordinate e com-
ponenti di velocitd di un punto mobile con legge qualsiasi.

Basta considerare un ipotetico moto parabolico (moto tangente) dello
stesso punto, dovuto ad attrazione newtoniana verso l'origine delle coordi-
nate, per cui:

1°) il coefficiente d’attraziomo abbia il valore

k=zr(pi+p+23),

corrispondente alla sestupla (a;,p;) che si prende in considerazione;
2°) la parabola traiettoria passi per il punto (w,,a,,a;), toccan-
dovi il vettore (pi,ps,ps)-
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Le nuove variabili &, @; sono espressivamente collegate a tale moto
tangente: &, ,E,,&; definiscono un vettore di lunghezza 2% che ha la dire-
E, B, By
Sl S¢ 3

®, O, Og

) 1
zione dell’asse della parabola (vdlto dal fuoco alla direttrice); T

ne ¢ il semiparametro; ece.

Quando eventualmente, nel corso del moto, le &, @; convergono verso
una delle sestuple I' di cui al n. prec. (&;=0,&>0), la parabola oscu-
latrice tende a schiacciarsi indefinitamente, convergendo a zero il relativo
parametro; l'orientazione dell'asse ha perd un limite ben determinato. Il
mobile tende ad avvicinarsi all'origine secondo una direzione pur determi-
nata [cfr. formula (19)]. Se, in particolare,

(ti="112%3)k
l'avvicinamento suddetto segue nella direzione dell'asse [formula (197)].

8. — INTEGRALE COMPLETO A VARIABILI SEPARATE.
ELEMENTI PARABOLICL

Accanto alle (I), (II) & degna di interesse un’altra trasformazione ca-
nonica la quale collega le x;,p; ad elementi osculatori parapolici, assai
affini agli ordinarl elementi ellittici. Vi si perviene nel modo piu rapido
partendo da un integrale completo della (7’) del tipo classico

(21) W=R+Guw,
con G costante ed R funzione della sola . Si puod assumere
T Z2 Gz
22 R= 7 /_ L Bne i
(22) [far /-2,

Jq 7
dove

(23) 172 =

8 la costante del secondo membro di (7"), e

4G*

designa il valore di 7 (nnico mel campo finito) che annulla il radicale. Ri-
ferendosi, con ragionamento classico. al modo di variare del raggio vettore
lungo Torbita (parabolica nel caso presente), si constata che ¢ rappresenta
la minima distanza del mobile dal fuoco, ossia il semiparametro.

l
\
|
r
|
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Come retta fissa, a partire dalla quale & contato 1'angolo w, intende-
remo assunta, seguendo Poincaré (), la linea dei nodi (intersezione, debita-
mente precisata quanto al verso, del piano della parabola col piano Oz, z,)
con che, detta al solito O la longitudine del modo, si ha

z Yo
o )
08 w rcos@—]—rsmf),
QW
2 _—
(25) e cos T,

I designando 1'inclinazione (del piano della parabola sul piano Ox,z,).
Dopo cido, W viene a contenere le tre costanti Z, G, 0 caratterizza-
bili come segue:
7 dipende esclusivamente dal coefficiente di attrazione, a norma
della (23);
G =1%1/q individua (subordinatamente a Z) il semiparametro ¢
della parabola;
6 rappresenta la longitudine del nodo.
Le (3), adattate alla nostra W in cui Z, G, 0 fungono da &, ove si
seriva —G, — ¢, 0 al posto di ®,,d;,®;, danno

| e, Wy W

(26) Z ; 26 0 H
) ol =1 o

o =P (=1.23).

In base alle (21), (22), (24) e (25), il primo gruppo si scrive

AW st T OV BB o W
e e eEe ey

e consente di rilevare il significato degli altri tre parametri C,¢,0.
Pev nota proprietad della parabola:
{? = r — ¢ rappresenta l'ascissa della generica posizione del mobile,
contata lungo 1'asse a partire dal vertice;
dalla seconda equazione, applicata al vertice, segue che
g rappresenta 1'angolo che la direzione dell'asse (volta dal fuoco verso
il vertice) forma con la linea dei nodi;
infine la terza equazione mostra che .
© = G cos I individua 1'inclinazione,

() Loc. cit., nn, 48-51,
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Le (26) implicano

3 piday — (ZdC - Gdg 4 0db) = d (W — ZL — Gy),

definendo percid una trasformazione canonica fra la sestupla p;, ; e le due
terne coniugate
P 5 b @)
( ) 0 = 6/

—
ot N

Le espressioni esplicite delle a;, p; in termini della nuova sestupla (P)
sl stabiliscone subito, sia per materiale risoluzione delle (26), sia anche piu
semplicemente (come si suol fare nel caso degli elementi ellittici) ricor-
rendo a formule elementari di trasformazione di coordinate e sfruttando il
significato dei sei parametri.

Tralascio ogni sviluppo, limitandomi ad avvertire che questa trasforma-
zione fra le s, p; e le (P) non ha le prerogative regolarizzanti della (I), (II)
nell’intorno dell’origine (#;= 0, cui fanno riscontro valori nulli dif.Ge 0).

Terminerd osservando che la sestupla canonica (P) si pud risguardare
come un caso limite (corrispondente al valore zero dell'energia) di quegli
elementi ellittici che ho denominato soenergetici (') e che, sotto aleuni
rapporti, sono preferibili agli ordinari elementi ssodinamici. in quanto vi
comparisce direttamente (per individuare la fase del moto tangente) la ano-
malia eccentrica, anziché la media. Analoghi servigi possono rendere gli
elementi (P) nello studio delle perturbazioni cometarie.

(z) Nella gia citata Memoria del tomo XX degli Annali di Matematica. Cfr. altresi

H. Andoyer, Sur l'anomalic excenirique et anomalie vraie comme Sléments canoniques
d'apres MM. T. Levi-Civita et G-W. Hill. in Bulletin  Astronomique, tome XXX,
19183, pp. 425-429; Sur les problemes fondamentauz de lg mécanique céleste, ibidem,
tome XXXII, 1915, pp. 5-18.




