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MEMORIE E NOTE
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Matematica. — Sugli spazi normali a tre dimensioni colle
curvature principali costanti. Nota del Soeio Lurer BrancHI.

1. Uno spazio curvo S; a tre dimensioni. definito dalla espressione del
suo ds?

1...3

ds* = s du, dus ,

si dira normale quando colle linee delle sue tre congruenze principali si
puo costituire un sistema triplo di superficie ortogonali (*). Questi spazi
normali si presentano in connessione coi generali sistemi tripli coningati di
Darboux (ved. Mem. cit.).

Vogliamo risolvere nella presente Nota il problema di ‘rovare futt:
gle spasi normali S le cui tre curvature principali sono costanti. Si vedra
che, oltre gli spazi di curvatura costante, esistono tre soli tipi di spazi di
questa specie; e questi appartengono alla classe generale, studiata in una
mia Memoria del 1897, degli spazi che ammettono un gruppo continuo di
movimenti (*). Per gli spazi del primo tipo il gruppo & un G, transitivo;
per quelli degli altri due tipi, un G transitivo e sistatico.

(*) Cfr. il § 2 della min Memoria Sui sistemi tripli coniugati ecc. [Annali di
matematica, tomo 23° (1914)]; ¢ i §§ 162-163 delle mie Lezioni di geometria differen-
ziale (vol. I).

(*) Sugli spazi a tre dimensioni che ammettono un gruppo continuo di movtmenti,

Memorie della Societa italiana delle Scienze (detta dei XIL), serie 8%, tomo XI,
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Riferiamo lo spazio S;, supposto normale, al sistema triplo ortogo-
nale (. u,, us) le cui linee coordinate (u,) , (u:), (#s) formano le congruenze
principali, onde il ds® avrd intanto la forma normale

ds? = H; ([//f —!" ngh(? + H;//// 5
Bssendo le direzioni principali quelle delle linee coordinate (u,),(us), (us),
saranno nulli i tre simboli riemanniani a ¢uattro indiei

(21,13) , (32,21) , (18,32)

costruiti per la forma differenziale (1): ossia le funzioni H,,H,, H, di
%, , s, %y Aovranno soddisfare le tre equazioni

0 R B o o) =t
(2) s D H; 2w du: o H, du "y
»H, 1 20, 2H, , 1 3H, 3H
QU Uz o H, 2w ! He dui due

Ora. se indichiamo con /%, , /%, , /& le tre curvature principali nelle vi-

spettive giacituve delle superficie coordinate u, = cost , %, = cost , u, = cost .

queste si esprimono, per gli altri tre simboli di Riemann, colle formole

. (23 ) o )
o H; S T LT

che, sviluppate, si serivono

‘ 3(1311\‘ D (1 3H.\ | 1 oH, 3H )
\ A,;/,,\H_h, dits )T S \H, dus /) HE S, ot

p) 1=>Hs e P) 7]7 })JIV\ 1 DH 2H, T
(5) | M"(]T,,,’W,.;) Y (HJ ) T B S o, T HeHi=0
? 2oyl R (AR H 1 »H, »H,
===l — — = L,
Ay K\ H Y231 \ ! U5 H Uy ) ' H Iy dUsg H H =10z

Supposto adunque che %, , ks . ks siano tre costanti date, il nogtro pro-
blema consiste nell'esaminare se il sistema differenziale, formato dalle gej

equazioni (2), (3) per le tre funzioni incognite H,, H,, H; di A
. ; T 0 1y WYy W3y
ammette soluzioni, e nel trovarne le soluzioni piu generali.

) seluderemo il caso he oto in eni le ftre costanti s

B gui escluderemo 1l ca en n .I ; e costanti 7; siang
eouali. perche allora lo spazio € a curvatura di Riemann costante, Allora
3) formano un sistema completamente integrahile,

le equazioni (2), (3 come

confermeremo fra breve, e servono a determinave fuiti i sistemi tripli orto-




A
gonali dello spazio, il triedro delle direzioni principali essendo, in uesto
caso, affatto indeterminato.

3. Per compiere pit simmetricamente i caleoli,

introduciamo le gei
rotazioni (Darboux)

e oL
(a) Prs == H, %, (r=£3s),
dopo di che le (2) assumono la forma
3[974\'
(®) E il (r= sk,

dove con 7,s, ¢ si indica una qualunque permutazione degli indiei 1,2,3,
e le (2) diventano

2 )P‘rv )P)~‘ c
(0) U + = + f’)tr :313 + /[! Hr Hs =0.
by

RUA

Debbiamo allora esaminare il sistema differenziale costituito dalle 15 equa-
zioni (a), (4), (¢) per le 9 funzioni incognite H,, B, e per questo comin-
ciamo a dedurne delle ulteriori conseguenze differenziali. Si derivi la (¢)
rispetto ad », e vi si sottragea la (b) derivata rispetto ad Uy riduceudo.
coll'aver riguardo alle (a), (), (¢) stesse, troviamo

8 B1e
%z(/ﬂ,—/@ fe—0:
:

s

(ke — %)

ossia, serivendo per disteso, le tre relazioni

P)'n Js0
ks — k& — (e ==L/
( (723 fl)Hl (%2 ) H,
| iy gl
(4) (%, 2) . 1) H,
8o
(ks — k3) ’H—: = (k) — Fs) %—] :

Si osservi che mnel caso degli spazl a curvatura riemanniana costante
(/y = ks = ks3), ed in questo soltanto, le (4) sono identicamente soddisfatte:
ed il sistema & chiuso e completamente integrabile, come gid sopra si @
detto.

4. Cominciamo dal considerare il caso precisamente opposto a quello
degli spazi a curvatura costante, quello ¢iod in cui si suppongano futte e ire
le differenze Iy — ko | ky — ks | ks — &y diverse da zero.

{
|
)
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i A causa delle (4), possiamo in tal caso esprimere le sei rotazioni g,
per tre sole incognite ausiliarie @, , @, , @, , colle posizioni:
\ Bre = (ks — k1) @ H, Bis = (ky — ko) @1 Hy
() oz = (Av — k2) @2 Hs Bar = (ke — k3) @2 H,
Bar= (% — ks) @3 H, Bse = (ks — k) s H, .
Introducendo questi valori delle 8 nelle (a) e nelle (&), troviamo. per le
sei funzioni incognite H,, ®,, le squazionl seguenti:

SHE P O
g £ : —Dzz—-_»_-‘(z”— ks) @ H1 Hy ~n = (ko — ks) @3 H, H,
2H, - - YH,
{ (A) / _E_' = (#£3 — /,1) (IJl H2 H1 > * i (/us — /{l) (‘D3H2H~
Uy U3
s H,
( ﬂ: (hy — /&s) @, Hs H, L”J——:(/Cl — k) ®,H; H; , *
20, : ; o 20, o
‘\ * = =(/~2+/»3—2‘1)H3(D1‘D2 = = (2%, — ks — k) H; @, @,
20, 20, :
(B) —3_7“_:(2&* /ffs_/tfi)Hla)e(Dl s X " s =(l~3—|—k1—2k2) H, @, @,
20, @D,
/ 20 = (ky -+ ko — 2/k3) H1 @5 @y L:(?/z‘g—/;,—/"g)sz’zd)Q , e
U, : ks

Delle altre tre equazioni, che risultano similmente dalle (¢), basterd tener
conto piu oltre.

¢ 5. Se dalle (B) della prima linea formiamo la condizione d’integra-
bilita,
(s = oo — 200) ) —(H 0,0,) 4 —— (H;®,®;) | =0
(72 i3 Ll iETR 2 F1%e s 3®1% { ),
, e sviluppiamo colle (4), (B) stesse, sopprimendo il fattore non nullo

| A(ky — k») He Hs, tr03 iamo
(% —l‘ foy — 2k) @, D, D, =0

“ e in simil modo, dalle (B) delle altre due linee,
(ks +/or — 2ss) DD, @5 =0
(fey =+ ks — 2ks3) Q,D, 0, =0.

Se ne deduce che, non potendo annullarsi insieme i tre fattori

By e iy — 2Ky 5 s Fues 2y, KA — 2y




(altrimenti le tre % sarebbero eguali contro I'ipotesi) dovrd necessariamente
annullarsi una delle tre @. Possiamo supporre che sia

e allora dalle (A), (B) segue che H,,H.,®,, ®, hanno nulle lo derivate
rapporto ad u;, cioé sono funzioni di w, . u, soltanto, assoggettate a sod-
disfare alle equazioni

2H YH,
M‘ = (ks — ks) @, H,H, ST (ks — k) @, H, H,
(6) |
20 ; 2D,
’ D—M; = (ks + ks — 24)) H, @, @, | = = (2ky— /ty— /) H, @, @, .

Note che siano H, ,H,,®,,®,, la H, & determinata. a meno di un fat-
tore funzione (arbifraria) di w,, dalle equazioni (A)

2E, = (ky — ko) @, H,H; ol

6*
(6%) RIZA D22

= (k) — /r'z) (D9H3H3 5

Ma ora introduciamo in calcolo anche le condizioni (¢), che scriviamo per

disteso
B | s ,
QU + RIZ2Y +p)l?p)m+/”H2H3:O
- op Py
(7) ﬁ+ﬁ+ﬁﬁaﬁ*’+ZJ*H3H‘=‘)
)p’li

== L -+ Ba s+ AsH H, = 0. \

RUA RIZ23

Introducendovi i valori (5) delle g, ove & da farsi ®; =0, si hanno le f
tre equazioni ,

| P) l

(/fl — k) Dj (@, Hy) =+ (fv — &2) (g — /171) @ H,H, —+ £, H, Hy=0
2

! (e — ) Dlu (D) L 10)(% — ) DUHL H, o, HyHy =0
1

d

(s — ) S,

(@, H.) + (b — /i) == (Do H,) + s Hy =0 .
Jwe

|
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HEseguendo le derivazioni, colle (6). (6%), queste diventano

: : 20,
: (By — k) H —F(/n—ne) (s — &)) @ 4
|
\ G (y — ke)* @3+ 1, =0
. DD, 4 (k 7\ (D2
{7*) (71 ) H W SE ( 1E==5 ’L?) (’Dl +
é + (B — ko) (ks —Fs) @3+ ko =0
AR e el B
| (/7.3 /HJHl ){{1 “{"(/lvg“—/ts)ﬁ- )g(c +
(s — k1 )P @F A (fog — Fis)* D3+ /s = 0.
Le prime due, risolute, danno
2@, 3 50T A'g |
\ = = — H, _/z)wi‘*‘(/ﬁc—/ﬁgﬂp}—*%
Uy by — ks )
() /
W, (o : . )
. —H, l(/,.“_/l,l)t,blﬁ-(/ll k) @3 ——r— ‘l_/” (

e, sostituendo nella terza, ne risulta 1'equazione in termini finiti tra @,,®,

9) (ks — B2)? @3 o (Foo — kis)® @F + Ay = 0.

6. Derivando quest ultima rapporto ad #,,u., e facendo uso delle

otteniamo le altre due

(6). (8) e (9),
k k
\ @, (/Ll—/“ (ky 4 k2 — 2ks) fp,+;—l‘k—’: 0
1y — g
(10)
? Yizi7s /.é/_/fl/fal
D, (key — k ) D+ ———— =
| 2(( 1 ‘f— = s 7 7 5 0
Da queste deduciamo facilmente che deve ancora annullarsi o @,, o @,,
Altrimenti dalle (10), dovendo annullarsi i secondi fatfori, dedurremmo

, @, avrebbero valori costanti (non nulli), ovvero sarebbe

ko = foo =2/ .

che @,

Ma, nel primo caso, dalle due seconde (6) avremmo

ks~ Iy = 2/ Iy s

—.JL_!‘

indi anche
ey ~F ko = 2ks5

e le tre % sarebbero eguali.
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Se pol supponiamo £, —+ ke =2k, o @, D, 5= 0, dalle (10) abbiamo

/{% == /fe /c:»' ) /£§ — /Cl /{,’;; 8

¢ due £ sarebbero eguali, contro 1'ipotesi.

Concludiamo quindi che, oltre @,, sard nulla anche @, o @,. Suppo-
niamo p. es. ®;="0: nel qual caso sard certamente @, == 0, altrimenti,
por le (7%), aviemmo &, = /%, =/, = 0, e lo spazio sarebbe euclideo. Ora
dalle (10,), essendo @, =0, @, == 0, segue

(11) R = e

cioe la curvatura principale %k, ¢ media proporzionale [ra le altre due.

Osserviamo ora che, per la (9), £; & certamente negativa; indi anche
&, per la (11). Indicando adunque con @, 4 due costanti diseguali non nulle
(positive o negative), possiamo porre

ky=—ab , ko= —0" |, k3= —q°.
: 2H, o :
Per la prima delle (6) = =0, cioé H, dipende solo da %,: sicche,
owe
cangiando questo parametro, possiamo fare H, = 1. Dovendo poi annullarsi,

per la (9),
a*(b — a)? @} — a?

avremo @, =tm, e cangiando eventualmente i segni di a,4, pos-

siamo prendere
1

b=

D,

Resta solo da soddisfare con H,, H, alle equazioni

2H )H YH
2=aH.2 3 R://Ha E C‘]=U.
Uy R4 RLI/2S

che integrate, e disponendo dei parametri %, ,u;, danno in fine
H, — S i =21 T o = (g1t

e viceversa, con questi valori di H,,H,, Hs, tutte le nostre condizioni
sono soddisfatte.
Concludiamo adunque:
Se le tre curvature principali dello spasio curvo normale $ono
costanti e disequali, una di esse ky é media proporsionale [ra le alire
due, ¢ al ds* st puo dare la forma

ds® = duj —l— €2y —|— e*u1 dul |




O O

con a,b costanti disequali e con

by =—ab

)

P

Si osserverd che, se si facesse « =25, lo spazio diventerebbe pseudosferico.

7. HEsaurito il caso in cui le tre curvature principali sono diseguali,

trattiamo ora quello in cui due sian

/;

3

indi &, ==k, ks -

Riprendendo i primi risultati (nn. 1, 2), e penendo, nelle (4), %

risulta

Introduciamo quindi una nuov
esprimiamo g, , A5 colle formole

o supposte eguali: p. es. sia

ks

=0

o)
P13

H,

a funzione incognita 4, per la quale

(12) B1o— Ho Bis=—H;2 , Bua=0 far =0
Segue, dalle (a).
oH,  2H,
e =0,
P2 L2
cioé H, & indipendente da u,,u;, e possiamo fare nuovamente H, =1

Cosi le () si riducono alle seguenti:
DH.' :)H. >
6 | S = Bt 5, =fnE
3)
2H; p
— = — H y) — = Jog 5
/ Aty o iy Frs Hs
e le (b) alle altre
AHA) ” 2(H; 2) :
(13%) U3 = e 3‘7»’//2 = Eutids
o 0
JPe3 =0 DP)@:« —0
Uy Uy
Infine le (7) ci danno le equazioni
g e e
(14) , 122} U3
2(H; 4 V2(H, 4
z——(——)+/fg}13=() A wa*-)—{—/rzHyzu,
1 w1
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Le ultime due, combinate colle (13), diventano

s -;ifzur/gg

U
| 24 |
= — (4? ko
' i (2* + k) ,
e dimostrano che si ha
A2 = — [, = cost.

Supposto, dapprima, che le due curvature eguali ks = ks mnon siano nulle,

e per cid anche 4 sia una costante non nulla, paragonando le (13) con le
(18*), viene

Poz = P32 =0
REL L O,
s RS 2
e inoltre
R g n B
U, AUy

Integrando e disponendo dei parametri %, , #,,x, , abbiamo

H=1 , Hi=¢w%n | Hy=¢M

cid che & soltanto un caso particolare della forma (I) del ds®

, corrispon-
dente al supporre

a=—0b=2.
8. Resta solo da considerare il caso in cui #%,, /%, e 4 siano nulli:

nel qual caso, per le (13), (13*), Ho, Hy e Bes, B32 s0n0 indipendenti da «, ,
e si hanno inoltre, come condizioni necessarie e sufficienti, le tre

oty & SH,

\ Wy Aulls Vs = fos H,
P23 L‘Bf}? s

/ A 0 PUA + /& H.Hy = 0.

In altri termini, H, , H; sono assoggettate, come funzioni di .. us,
unicamente alla condizione

e et vl oo pemarf] o
I‘Ig H3 ( AUy Hg WUs dUs (}12 DZ(H, \_

ky

la quale esprime che la forma differenziale Hjdu; -+ Hidui deve avere la
curvatura costante = %,. E poiche in questo caso, avendosi %, = /%3, ogni

Renpicontr. 1916, Vol. XXV, 1° Sem 10
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direzione sulle superficie %, = cost & principale, potremo cangiare il sistema
coordinato ortogonale (s, us) cosi da ridurre la forma

Hf’/’:‘_i‘ H:z wé

1

alla forma tipica del quadrato dell'elemento lineave della sfera o della pseudo-

sfera, secondo che %, >0 o %, < 0. Ponendo nel primo caso 4, = a?, nel
secondo k), = —a?, ed essendo H, =1. 1l ds* dello spazio potrd ridursi
all'una o all'altra delle due forme

el — 25 72,2 | e( 7272

08® = duy | du; + sen (aus) dus
.2 /2 A -l ,2au /“,/,

s —”’1+”;‘1_’ 2 (Us .

> del nostri caleoli abbiamo dunque la proposizione

Jome risulta

secuente

! seguen
{ 1l Spas/ a curvatura costante, tre Ssoli fZ/‘Z‘ dz

Spagi normaitt a Ir 17 nsioni colle curvature /‘/'M/(‘,//_;m“z’ costants, e
{ & : 5 e 5

quest: sono definite dalle tre rispettive espressiont pel ds?

/ 1 / /

(1) Is® = du; + *** du; + 02b%1 ]y 2

(11 1s* = du; + du; + sen?*(aus) du;
(I11) ds? = du + ////J—*—,f" s dus .

lisequals, non nulle. Le curvature principali ky ,k,, ks

7
COn O o0 COSLaNLL

hanno ordinalamente 1 valory
L =—uab , kba=—20* , ks = — a®> nel caso (I)
e Az ==l —10) » (Il)
by —=—a* o = ks = 0 ” (II]'

Queste forme del ds®* sono ben note, dalle mie ricerche citate al n. 1,
come appartenenti a spazi con un gruppo continuo e transitivo di movi-
nel caso (I). ed e invece un Gy, sistatico nei casi

1 mentl. Questo e un G
(II) e (ILI).




