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8. Concludendo, " ipotesi del « vento d’etere » del Pickering non solo ‘

2t sembra urtare contro gravi difficolla fisiche e concettuali, ma ci risulta i

anche insufficienle a spiegare i fenomeni. Crediamo quindi che essa vada J

abbandonata ‘

9. Qualora dunque la statistica cometaria mettesse in luce. in maniera |

non dubbia, un notevole addensamento decli afelii nelle vicinanze dell’anti- ‘
apice, per spiegare il fatto occorrerebbe ricorrere ad altre ipotesi. Tra queste

la piu semplice consisterebbe forse nel supporre che molte di quelle comete |
provengano da stelle della costellazione dell' Ercole o della Lira. Infatti il
chmo prof Burgatti, fondandosi sulla teoria delle superfici-limiti di Hill,
ha recentemente dimostrato che. se una cometa proviene da qualche stella,
la sua orbita sembra avere 'afelio in quelle vicinanze ¢ pud avere carattere
ellittico anche a grande distanza dal Sole (V).

Matematica. — Basi analitiche per una teoria delle defor-
maziont, delle superficie, di specie superiore. Nota di E. BoMPIANI,
presentata dal Corrispondente G. CASTELNUOvO.

1. Se si esamina qualitativamente il fin qui fatto nella geometria dif-
terenziale (proiettiva o metrica) degli iperspazi, si constata che, salvo in
alcuni vecenti lavori, gli enti studiati sono generalmenle le curve e le iper-
superficie; ben di rado accade di trovare proprietd dei numerosi enti di di-
mensioni intermedie. Si puo dire. grosso modo, che le proprietd note in S,
si trovano facendo variare 1'indice 7 delle coordinate a; da 1 ad =, invece !
che da 1 a 3; come piu facilmente prevedibili, interessano anche meno.
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Vero ¢ che per codeste varietd intermedie vengono a mancarve gli ele-
menti ai quali si riferiscono le proprietd delle superticie dello spazio ordi-
nario; e in questo senso la ricerca & chiusa negativamente. Per renderla
possibile bisognerd cominciare dalla ricerca degli elementi che hanno sulla

-

(') Ved. Osservaziont sull'origine delle comete. Nota letta alla R. Accademia delle
Scienze di Bologna, il 23 maggio 1915, dal prof. P. Burgatti. Tra i risultati importanti
di questa bella Memoria del prof. Burgatti, vi & anche 'esser rinscito a mettere d'accordo
le considerazioni sintetiche dello Schiaparelli coi calcoli del Laplace, a prima vista di-
scordanti tra loro. Nella mia precedente Nota: Esame analitico sulla teoria del Fabry
e Crommelin sull'origine delle comete (Rendic. Lincei, 1914, 1° sem., 5° fasc.) i0 sostennt
lidea della provenienza stellare di alcune comete, mostrando che anche in questo caso
«la probabilita di scoprirne una con orbita fortemente iperbolica sarebbe ;II‘PS\‘OC)IP
nulla » (pag. 310)

Quanto abbiamo detto nella presente Nota, ¢ wuna nuova conferma di questa test. i
Infatti, avendo ora ecselusa la spiegazione del Pickering, se si ammette la maggior fre- ) J
quenza degli afeli nella regione dell’antiapice, conviene ricorrere per darne ragione al-
I'ipotesi della provenienza stellare

e e —
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varietd un ufficio analogo a quelli
dere ad essi le proprietd note (1).
Questo piano di ricerca borta generalmente a passare ad intorni di un
punto di ordine piu elevato che quelli occorrenti in S;; in senso metrico,
ad occuparsi di curvature d'ordine abbastanza alto.
Ma, siccome parlare di proprietd di un ente non h
sl sia fissato il gruy

noti per le superficie di S,, e poi esten-

& 8enso se non quando
DDO rispetto al quale si considera. € naturale che si sia
portati ad esaminare gruppi diversi da quelli classici per lo studio delle

le rappresentazioni conformi. dell'applicabilita o
flessione. dei movimenti): gruppi che, al pari degli
elementi su cui Operano, possono mon esistere ip Ss .

2. Le superficie (V,) dj S. (#>>3) sono state studiate, rispetto al
gruppo dei movimenti. da) prof. K. E. Levi (2):

variabili prende il posto dell

supetficie in S, (gruppo del
delle deformazicni per

un sistema di forme g piu
e due classiche forme quadratiche fondamentali;
gli invarianti assoluti della superficie sono gli invarianti simultanei dj questo
sistema di forme.

To mi oceupo qui delle superficie rispetto

a quel gruppo di trasforma-
zioni (che diro deformazion

di specie v) che lasciano invariati 1'elemento
lineare e le prime » — 1 curvature di tutte
si intende che la dimensione dell’ambiente deve
qill‘jtl:)

le curve della superficie @)
essere abbastanza alta perche
1110V gruppo non coincida con quello dej movimenti.

5. Siccome due superficie equivalenti

rispetto al gruppo sono per lo
meno applicabili

(v = 1), sard fissata (nel caso generico) la corrispondenza
fra 1 loro punti dall’ uguaglianza della curvatura e di un suo parametro
differenziale; quindi potremo sempre supporre che a punti corrispondenti si
slano gia date le stesge coordinate curvilinee » . .

4. Per prepararci all'esame del caso generale. ved

1amo se esistano curve
di una superficie che

in una determinata flessione conservino la loro prima
curvatura

(") Vedasi per es. una mia Nota recente: Analisi

superficie deqgli iperspazi (c uesti
7 persp 1
citazioni,

melrica delle quasi-usintotiche
sulle

Rendiconti, 1° semestre 1916), ove trovansi altre

(*) Saggio sulla Leoria

delle superficie a due dimension
(Annali della R. Scuola Norm

Sup. di Pisa, vol. IX), che citerd con « Tesin. K questo
superficie degli iperspazi. Oltre alla ricerca degli invar
verficie nel gruppo dei movimenti,

L immerse in un \perspazio

I"unico lavoro organico sulle

inti
atti a determinare 1a suy €sso contiene D’estensione a
curvature d'ordine qualsiasi di una curva di una V,, del teorema dj Meusnier e 1'inter-
pretazione geometrica degli invarianti assoluti; poi alecune cose, meno interessanti, sulle
superficie minime.

(*) Ho gia esposto alcuni resultati in questo indirizzo, nella Nota Problemi nuovt

ar geomelria metrico-differenziale (questi Rendiconti, vol, XXIV, serie 5%, 1° sem, 1915,
9 / ]

fase. 12).
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Siano le z;(«,v) le coordinate cartesiane ortogonali di un punto della
superficie di partenza; Z; (« . ) quelle del punto corrispondente sulla defor-

mata. S'individua una curva su di esse ponendo w = u () , v=10({); la !
prima curvatura in un suo punto si ha da i
|
ds'\* !
1/¢t=M,, ( .
o “\de

ove {

&
+
8

2
=
o

B’H'k x;

m(20) , 12 D p(11) o)1 5y (02) ,y/2 (R =i

2 W't - 2280 w4 20 v L SR I
+ 2{ " - 2O (@=rlE i) |

o ds ¢ l'elemento d'arco; siccome le due superficie si suppongono applica-

bili, basta confrontare M, su di esse. Questo determinante & del tipo AC — B?, |
ove A ¢ la solita forma guadratica fondamentale

Eu'®* 4 2Fu' v - Go'?, ¥ |

gid supposta invariante, con

> [dxp)\®
E211010= V(—I) )
STla\ DY

i

L QX x4 2 [ dxi\®
F-_—I'Ml:l“”o:\l—i 0 D_I‘I s G=Ioml=§1_i('DT‘l) -

Poniamo in generale

‘i o 2f'™ = Tigm = Ly = [Bhlm] = [imhi] ()
1

si vede subito che in B entrano come coefficienti di %, ¢’ i simboli

[1020] , [0120] , [1002] , [0102] , [1011] , [0111]

i quali, si verifica subito, sono esprimibili mediante le derivate prime di
E,F,G, quindi invarianti nella flessione. I coefficienti di #",»"” in B
sono K, F,G stesse.

isaminiamo C. [ coefficienti dei termini quadratici in #", »" sono E \
[, G: 1 coeflicienti dei termini lineari in ", »" si esprimono coi simboli |
precedenti; infine 1 termini in #', 0" soltanto figurano nella forma |

[2020] w* 4 4[2011] «"* ' 4- 2} 2[1111] 4 [2002]{ w2 v
4002117 ' v'® 4 [0202] ' .
() La notazione con gli T & del Levi (loc. ¢it.): mi servo dell'altra perche & tipo-

graficamente pilt economica, e uso la parentesi quadra per non far nascere confusione
coi simboli di Riemann.

=SSR A
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E chiavo che I uguaglianza della curvatura in punti corrispondenti delle
due curve si traduce nell’ uguaglianza di questa forma con l'analoga costruita

per la superficie trasformata; alla forma precedente si pud sostituire 1'altra
[2020] #'* 4 4[2011] u*»' 46 [2002] w20 4-4[1102] # '3 ~+[0202] v

perche

2 ) 5 D - = D
—= ( — — [20( = —[1110] — — [02 =[1111]—[20027.
2 (11011 — 7 [2001] = = [1110] — = [0210]= [1111]—[2002]

Quindi esistono. per ogni punto, quattro curve che conservano la prima
curvatura in una flessione assegnata della superficie; a meno che non con-

servino la prima curvatura tutte le curve della superficie, nel qual caso sono
invarianti tutti i simboli

(2020] , [2011] , [2002] » [1102] , [0202].

In S, 1'invarianza di questi simboli porta, com’era prevedibile, ai movimenti
della superficie; ma negli spazl superiori esistono effettivamente (ueste de-
formazioni non ridotte a movimenti.

5. Cerchiamo le condizioni per una deformazioue di specie ». Richia-
miamo alcune definizioni e proprieta dei simboli [Rkim] (*). Si dice ordine
del simbolo il maggiore dei due numeri h~+k, L+ m (& l'ordine massimo
delle derivate che vi figurano). Si dice che un simbolo ¢ principale se per
€880 sl ha b4k ={(-m; gli altri simboli si dicono dedotti, perche con
derivazioni dai simboli principali di ordine < s si possono ricavare i sim-
boli dedotti di ordine =s— 1. Ricordiamo ancora la formola che dai la
(» — 1)-esima curvatura &)

1/e5ai=M,, M,/ M2, M, ,
ove

J J‘(’l) ” 2

M, = | 2|
¥y — | . |

/

z |

(I'apice fra parentesi indica la
quante sono le sue unita).

Vogliamo dimostrare che una superficie ¢ individuata rispetto al gruppo
delle deformazioni di specie v

dai simboli principali d’ordine ». Supporremo
dimostrato 1'asserto per le deformazioni fino g quelle di specie »— 1. Dob-

derivazione lungo la curva ripetuta tante volte

(*) Tesi, nn. 1. 6, 9.

G estyin. 193¢
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biamo cercare quali nuove condizioni bisogna aggiungere perche una defor-
mazione di specie » — | divenga di specie ». Deve essere invariante per

deformazione
N (1) a(1) §. (1) (2
2,2 ! O S I S 3 z® 2V
o 1 A 5
StxP ol 2 p®p®e s P )
DUE——| SISy .
S (V) (1) N (Y 0 (2)
2 2 xz} oo, S S e (Y)

—

Il termine generico di questo determinante ¢ 3 2®: le¢ derivazioni

eseguite lungo la curva danno

2 (1 (0
Xy ) — 2 1"10) ({’ + X 1) »

(@ A(20) , 13 q ) o elY; .
2l = (20) 5" - 22aD )y + 2 ' + 209 g L o) o

4 i

La somma Xz 2 ¢ quindi un polinomio d'ordine » - s nelle varia-
bili %', 0", &, 0", ... 4" »™ se, come si pud. si suppone » = s; i suoi
coefficienti sono somme del tipo Sz 2(™ con 41 < Py l4+m=s,
1 segni di uguaglianza avendo valore solo per i termini della forma d or-
dine » s in ', 0" ; cioé detti coefficienti sono i simboli [hklm] di or-
dine 7.

[ simboli d’ordine massimo v si trovano solo nei termini dell’ ultima
riga (o colonna); ma non vi somo simboli principali (cioé tali che 4 - k=
=/ m=w) se non nell ultimo termine del determinante e sempre come
coefficienti della forma d'ordine 2» in ', » in esso contenuta. Ora. sup-
posto dimostrato il teorema fino a »— 1 invece che a ». sono invarianti
tutti i simboli principali d’ordine »—-1; quindi anche quelli dedotti d'or-
dine ». L'invarianza della (v — 1)-esima curvatura é assicurata quando al-
I'invarianza delle curvature precedenti s'agoiunga quella della forma d'or-
contenuta in Zz™ 2. B poiche i coefficienti di essa sono

r

dine 2v in %', »
combinazioni dei simboli principali d'ordine », la condizione sopra enunciata
é certo sufficiente.
Ma & anche necessario che sian 7u¢/7 invarianti? La domanda deve porsi,
) ) 9
. A AL T ST o0+1)M@42) . ;
perche, mentre i simboli principali d’ordine » sono —— > IEE

2
ficienti d'una forma binaria d'ordine 2» sono 2v - 1; quindi, appena »>1,
cioé per ogni deformazione che non sia una semplice flessione, risulta

(v + 1) (» 4 2) il =)
il (@) o =00
2

Renpicontr. 1916, Vol. XXV, 1° Sem.
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Vogliamo appunto dimostrare che solo 2» -1 sono i simboli prinei-

| pali d’ordine » indipendenti, e che gli altii si possono ottenere da questi o
da quelli d'ordine inferiore (quindi anche da quelli dedotti d'ordine »). Per

| fissare intanto 2v 4- 1 di questi simboli principali, prendiamo quelli del tipo

[M)r(}] : [x- R0y =l 1 e O8] Sy 19 [mm] '
[v—1,1.0,%],. S, r—1.0,7] [0202]
| che diremo fondamentals
)

‘ Il coefficiente di »'®'—s s si compone linearmente, senza considerare i

fattori numerici di combinazione, di tutti quegli [Aklm] tali che

h -+ p=l4+m=v |, h4+l=92%—s.

Partiamo pertanto da un simbolo

e formiamoeci i due simboli

[v—1,( 8., 5] »—1.0,v—s+1,5—1]
trova snbito
[_ )— 8 .81l lf 0, v—s41,s—1]=
I S, ~ ; -
=[»,0,v—s,s]—[r—1,1,v—s+1 58— 17 :
ciog il simbolo prineipale [ — 1,1 . v—s- 1,5 — 17 d'ordine » & uguale

al simholo fondamentale corrisy mndl nte, piu un’ H\[ne\smnw per ipotesi, inva-
riante. Su questo nuovo simbolo operiamo allo stesso modo che sul prece-
dente formando gli altri due

I:r——z.l,r—s—}—l“s——lj i -2,1,v—s42,5s— 2]

l\;

. P
D;La'—z.l.r—s—}—l,s—lj—;[r 1, v—s4-2,5— 2] =

=lv—1,1,v—sL1 s—1]—[r—2,2, V—8S+2,s—2];
e con cio otteniamo il nuovo simbolo [¥ — 2,2, v — s +2,s—2],
pure entra nel coefficiente di /29— »'s
boli dedotti d’ordine »;

che -
, espresso per il precedente 6 per sim-
quindi anche uguale al simbolo fondamentale di
partenza, piu un'espressione invariante. B applicando questo procedimento ri-
corrente, si trova che ogni simbolo contenuto nel coefficiente di 2/2v-5 p' @
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uguale al simbolo fondamentale corrispondente, aumentato di un’espressione
invariante per le deformazioni di specie ». Lo stesso procedimento si ap-
plica ai simboli che terminano con O». Quindi, trascurando in ogni coeffi-
ciente i termini gid invarianti, si pud sostituire alla forma considerata, in-
variante nelle deformazioni di specie ». quella che si ottiene ponendo in
ogni coefficiente, in luogo di un simbolo principale, il simbolo fondamentale
corrispondente: questa diremo forma fondamentale di specie v. B facile
scriverla.

La forma primitiva contenuta nel termine 3z ;™ &

n v , 2
NG )N ( L ) 2V gylv=h [,’h’ ==
i (st N )
L 1 v
=> Y ( ) ) 2 OB g =R 12y —h—F pyhete
SreEEnN R N i ‘

LN v\ (v s y—— T o g v—=h—k ,\'h+k
——Th‘k(/&)(/ﬁ)[r hohov—1Fk, k]u 2 :

Poniamo & -+ £ =5 il coefficiente di >~ s @

:ﬂ_h(],’}(NL/J[r——/z‘/z,r—xﬁ—/a.s—h];

)\
per quanto s'¢ ottenuto or ora, possiamo sostituire ai diversi simboli
v—thyv—s+h,s—1h]

lo stesso simbolo fondamentale corrispondente ; quindi la forma fondamentale
8i scrive

s

S [0 —s5s]> \( 4 )”‘%_{ v + [v00v] > (" )?“,”JM}-
A IR e\ st B e\

p= ‘\‘7 »” v re o
+ > [s,n—5,0,7] \_h( )( /I>u,‘/,,r_»—\.
0 ¢ 0

RS —

Le prime forme fondamentali sono
[1010] 2 + 2010017 ' v’ - [0101] "2
[2020] o + 4[20117 &' 0" 4 6[2002] w2 v - 4[1102] «' v"® -+ [0202] "

[3030] u'® 4 6 [3021] 5o 4 15[3012] o/t 0"
4 20[8003] #/20' 4 15[2108] w2 /¢ o 6 [1208] «/ v* - [0308] v'.

e e, iy~ -wa
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La prima ¢ la solita forma di Gauss; la seconda & quella trovata gia al
0. 4. Possiamo riassumere nel modo seguente i resultati ottenuti:
Per riconoscere se due superficie ammeltono una applicabilita di
specte v, occorre e basta vedere se é possibile trasformare le v forme
differenziali binarvie fondamentali dell’ una

% i ) £ 2u—s§ N \Li 1 )? [T
2 [w,0,u—s,5] 2. ( W)\ g ) dure=do + [‘u()(),u]T,, ( y ) dudot

= S 1w
+ \_S [8 =S, 0, Ku] \_h ( ‘}/ \’ ( —/L> l.[{/,‘\ dpe—s (_l( =1 o )')‘
2 (]

) S

nelle corrispondenti dell'altra. Se cio ¢ possibile, punts corrispondents
delle due superficie devono essere quelli nei quali sono uquali i valori
della curvatuva guussiana e di un suo paramelro differenziale. In conse-
guenza di queste due equazioni, é necessario che siano identici in punti
corrispondenti ¢ valory dei simboli fondamentali fino a quelli d’ordine v
(¢nclusi): ['izvarianza di questi simboli caratterizza le deformazioni di
specie v.

In una deformasione di specie v [che conserva cioe la (v —1)-esima
curvalura di ogni curva e le precedenti] esistono o' curve che conser-
vano anche la v-esima curvatura, e per un punto della superficie ne pas-
sano 2v + 2 (contate con le dovule molteplicita); se ve ne passa un’altra,
Vapplicabilita ¢ di specie v+ 1.

6. Si sa che la trasformazione di una superficie per applicabilita e con-
forme; la proprieta analoga per le deformazioni di specie v e la seguente:
nella deformazione rimane inalterato Langolo degli Sy osculatori a due
curve aventi in comune un elemento d’ordine k—1, con h <.

La dimostrazione, essendo due tali S in un Ske1, si fa subito. Del
resto ce ne possiamo convincere anche intuitivamente. Sia, per brevita di di-
scorso, » = 2; AB l'elemento comune alle due curve, C e (' gli estremi
del secondo elemento su ciascuna. Per I'applicabilita sono invarianti AB,
BC. BC', CC'; per esser la deformazione di seconda specie, rimangono inal-
terati, oltre ai precedenti, anche i secmenti AC, AC"; quindi il tetraedro
ABCC" rimane rigido nella deformazione. e percid non cambia 1'angolo dei
due piani osculatori ABC. ABC'.

7. Né meno facile & trovar la partico'arita geometrica di quelle curve
(se ne esistono) che annullano le prime » forme fondamentali. Si vede su-
bito che g/ S,_, all wnfinito degli S, osculatori o una lul curva appar-
tengono all’assoluto

Queste curve perd non esistono generalmente sopra una superficie, e
anche la dimensione dello spazio pud portare una limitazione alla loro esi-
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stenza. Per es., in S, una tal curva, per » = 2, deve essere piana; la piu
generale superficie che ne contenga un sistema oo! si ottiene considerando
un sistema oo! di piani per le generatrici dell’assoluto e, su eiascuno di essi,
una curva; non esistono superficie di S, che contengano un sistema doppio,
plicemente infinito, di queste curve.

Meccanica. — Sui moti rigidi di una massa fluida limitata.
Nota di U. Cisorri, presentata dal Socio P. P1zzeTTI.

Nel bel trattato Principii della teoria meccanica della figura det pia-
neti, il Pizzetti studia (8§ 54 e 55) (*) 1 possibili moti rigidi di una massa
fluida, che occupa uno spazio limitato, soggetta alle sole forze di mutua gra-
vitazione e a una pressione uniforme in superficie.

Com'e noto, questo genere di studi si collega alle ricerche fisico mate-
watiche sulla figura dei pianeti, nella ipotesi della flniditd primitiva

Chiedo il permesso di riprendere tale soggetto, per apportare alcuni
complementi ai visultati noti e fare nel tempo stesso un rapido ed esauriente
esame dell importante argomento.

1. Si consideri una massa di fluido qualsiasi, che occupa uno spazio
limitato. Sieno: p la intensitd della pressione in un punto generico P; p la
densita; X e 1t le costanti elastiche di Lamé

Posto

(1) M—p+(L2ndivP , 8= | —,

dove P designa la derivata di P rispetto al tempo (cioe P altro non & che
il vettore velocita della particella fluida P), e detta U la funzione poten-
ziale delle forze di mutua gravitazione, le equazioni indefinite del fluido si

possono serivere nel modo seguente (*):

(2) P = grad (U — &) — vrot 1ot P,
(3) j’i/ +pdivP=0
Nella prima di queste v — | ciod ¢ il rapporto tra il coefficiente di
P

viscositd e la densitd; la seconda altro non & che la equazione di continuitd.

(") Pisa, Spoerri, 1913, pp. 125-131.
(*) Cfr. ad es. Burali-Forti e Marcolongo, Analyse vectorielle générale I1. Applica-

)

tions A la mécanique et a la physique. Pavie, Mattei, 1913, pp. 62-63..




