P

a1 o WA, PRI B ) s e '—an‘_&r B e A R

e

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

ANNO CCCXII1.
1916

S HUREH QU N A

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

VOLUME XXV.

1° SEMESTRE.

ROM A

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI

PROPRIETA DEL DOTT. PIO BEFANI

1916




g =

Matematica. — Swuecessioni di curve e derivazione per serie.
Nota IT di LreoNipA ToNELLI, presentata dal Socio S, PINCHERLE.

Nella Nota precedente (') stabilimmo una proposizione sulla deriva-

zione per serie che ova vogliamo generalizzave, nel senso di togliere la con-
dizione della convergenza guasi dappertutto della successione delle derivate.
Dalla generalizzazione cosi ottenuta dedurremo alcune conseguenze relative
al comportamento, per » — oo, dell'integrale di una funzione dipendente
dai valori della @, della u,(xz) e della u)(x). Daremo, infine, una nuova
dimostrazione del teorema di G. Fubini, gia dimostrato nell’ ultimo numero
della Nota precedente.
1. Stabiliamo la seguente proposizione:

« Se la successione di funzioni w(x),us(z), .., U\ )0 date
in (a,b), converge quasi dappertutio verso una [unzione u(z); se, inoltre,
la lunghezza, supposta finita, della curva y = u,(x) tende a quella, pure
finita, di y = u(x), allora la successione delle devivate

w(2) , ws( , .. , ul(z),

considerate solamente la dove esistono, converge in misura verso la de-
rivata W (x) ».
Ripetendo qui le considerazioni fatte al principio del n. 7 della Nota I,

abbiamo che le curve C, (n=10,1,2..), ottenute aggiungendo ai punti

di y = un(@) (ue(2) =u(2)) i segmenti paralleli all’asse delle 2 che hanno

per estremi (2, un(x —0)) e (z,us(x)). (2, Un(®)) e (&, u(z -+ 0)). ‘
convergono uniformemente verso la C,, per n —> oo, e le tangenti ¢, |
della C, convergono in misura verso quelle ¢, della C,, e ecid secondo la {
corrispondenza fissata dalla rappresentazione analitica simultanea delle C,,:

(1) z=/fas) , y=ga(s) , e=hu(s). 0=s=TL;) n=0.1,2,..),

|
i _ !
dove I “s da la lunghezza dell’arco della C, che va dal suo primo estremo
Ho
al punto corrispondente ad s, essendosi indicata con L, la lunchezza di
Y I g
tutta la curva C,. ‘;
Scelti ad arbitrio due numeri positivi ¢ ed &, indichiamo con E. un \

ingieme chiugo di punti di (0, L,), di misura > L, — &, sul quale la tan- !

(M) Questi Rendiconti, gennaio 1916.
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sente alla C, esista e varii con continuita, facendo con la direzione positiva
dell’asse delle z un angolo sempre minore, in modulo, di —-.

Ai punti di E. corrispondono, sulla C,, dei punti che formano un in-
sieme di misura (contata sulla curva stessa) uguale a m(E.) e che si
ortoconalmente sull'asse delle = in un insieme I. di misura
¢ chiuso e su esso la #'(z) varia con conti-

proiettano
> (b — a) — e. L’'insieme I:
tinuitd ed & percid uniformemente continua ; possiamo dunque fissare un d >0
~ o per ogni coppia di valori «,x,, appar-

she sia [ #/(x) — u/(x)) | <
ienti a I. e soddisfacenti alla disuguaglianza |z — 2, | < Jd. Indichiamo
on ¢, un numero positivo < ¢ e tale che si abbia |[tge —tgea, |<lo
itte le volte che & | @ — e, e inoltre |« | = del limite superiore dei
oduli decli ancoli che le tangenti alla C, nei punti corrispondenti a E.
nano con zione positiva dell'asse 2. Determiniamo poi il primo
ero positivo 7, , a partir dal quale sia per ogni # (2 >mn,): 1°) L, < 2L,;
)0) distanza 1 due qualunque punti corrispondenti di C, e C, < d;
) m(B.,) > m(B:) —e, dove B, indica il componente di E. nei punti
lel qus , tangente ¢, alla C, esiste e fa, con la corrispondente tangente ¢,
I 3 Ai punti di E., (z>>#,) corrispondono, sulla C,,
i oiettati ortogonalmente sul segmento («,#4), dinno un in-
nisura > (b — a) — 4¢; e su tale insieme la derivata ul(z)
‘ 1 I..I.,) l'insieme dei punti comuni a I. e I.,,
nsieme visura > (h —a) —5He, sia £ uan suo punto qualunque. Al
mto Py di C,, di coordinate Z e u,(7). corrisponde, secondo la rappre-
L pa ), il punto P = (2 u(x")) di C. E poiche la distanza
fra P(M ¢ Pn < d, siha |Z — 2| < J e quindi | (Z) — w(zP) i< e
) 1do u(Z) — u(xz™)| < o, risulta |4 (Z) — u,(Z) <@20 e questa
disuguagl o verificata su tutto (I..I.,), di misura (b —a) — 5¢, o
)er ogni 7z >#,. Wssendo & arbitrario, indicato con I, 1'insieme di tutti i
punti  di 5)  ove ¢ erificata per un determinato 7z, si ha
m(L,) — (b — a) per n —> ». Cio prova che #,(z) converge in misura

Verso u,'(;l ). su tutto («,',,;/l.

. Alle ipotesi del teorema del numero precedente aggiungiamo 1'as-
soluta continuita della #(x) e dimostriamo che, se E é un insieme misura-

bile di (2,0), 'integrale | |uj(x)|dz tende a zero con la misura di B,

)
e cid indipendentemente dall'indice #. In modo piu preciso, dimostriamo
che, preso un nwmero positivo & qualsiasi, ¢ poi sempre possibile di de-

terminarne wn altro o, tale che sio

/
| |un(z)| de < &,
:

H




S
per ogni insieme misurabile B, di (a,b), di misura < 0 e per ogni n
da 0 all’ ©
B 1 19 i 9ervar el O 3] ! / 2 0
Comineiamo con 'osservare che, avendosi |u,| < /1 u,2, €

'F\u;l dii<t (l‘ V14w de .

Fissato un numero positivo 7, determiniamo d, >0 in modo che, per
ogni insieme misurabile E tale che sia m(E) < J,, si abbia

(@) J TP an <

questa determinazione & possibile in base ad una proprieta fondamentale
degli integrali. Siccome u,(x) tende in misura a «/(x), anche /1 -+4u,* tende
in misara a 1/1 4« (*); e indicando con I, 1’insieme dei punti di (a,6)
su cui non & |f/14u2 — 1 1+ «%| =<9, si ha, per ogni > di un

certo 7, m(I,) <d,.
Se E & un qualunque insieme misurabile di (a.0), @ percio

fE V14w de = (E] 1+ »'2 da + 6y m(B) + 6,n+ ‘F 1+ w2 dx,

dove & |6|<<1,[6,|<C1, e B, indica |'insieme comune a E e I,. Se 1'7

lo prendiamo <C m abbiamo, per ogni » >>n, e per qualsiasi

insieme misurabile B .

&

(E] 14?2 rl;r>“E] 14w de — "

Fissiamo il numero 7 in modo che sia anche, per ogni n >,

L, < Lo+ % . Avendosi, per I'assoluta continuita della u(x),

aX ) e
I /140, de = Taes

L, =

Sy e R
= ‘ /1 + «'* dz (*), mentre invece &
a

(1) I infatti ‘|1—|—7:7’ — P14 < |/ - u'!.
(*) L. Tonelli, Sulla rettificazione delle curve (Atti della R. Accad. delle Scienze ]
i

di Torino, vol. XLVII, 1908); vedi anche Sulla lunghezza di una curva (ibid., vol. XLVIII,

1912).

|
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si pud allora scrivere. se con C(E) indichiamo il complementare di E,

—_— <

| V1twtdo+ | Y14u?
B S Y/C(E

od anche, applicando la (3) a C(E).

‘]J_11+“/ dx — 1 <\‘]«‘_1 l+// ax —+ i

questa e dalla disuguaglianza (3) scende

e O e flak :
| re m | r2 \ =y
! ‘]’:] ITZ[“ ax 7&‘]7‘] l—‘ll ’/.l < B ~

tutti oli insiemi misurabili E e per tutti gli # >7n. Tenendo conto

(2), si ha dunque, se & m(E)<d,, e per ogni n > 7,

| VT tur do<le |}, Uy dz < &

Se ora si prende 0 < d, e in modo che 1'ultima disuguaglianza sia
soddisfatta anche per i valori di #» da 1 a 7, la proposizione proposta ui-
sulta dimostrata.

3. Quanto abbiamo or ora stabilito si pud esprimere dicendo che gli
integrali delle uj(x), #5(z) s wv, #h(x), t.. SONO in (a,b) equiassolutamente
continui; e per un teorema di G. Vitali (') si pud concludere che wellu
ipotesi dell’enunciato del n. I, e supponendo la funzione w(x) assoluta-

mente continua, i ha, per ogni wnsieme misurabile B di (o ,b) e

per n—>> 0,
| ! A
(U, do —> | |v' | dx

o3 r g
' U, dr —> | u axr . 4
0 JE

ed anche [come lo dimostro la disuguaglianza (4)]

| 114 //,,,/7 dzl—> ‘J 1 ]——f— w? dx .
E K
4. Sta f(z,y.y') una funzione delle tre variabrli x,y, s, definita

e continua in ogni punto del campo

o =2= b imi=ly =M i=looi< yi < =L-icol] ;

(1) G. Vitali, Sull’integrazione per serie (Rendic. del Circolo matem. di Palermo,

tomo XXIII, 1907).
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inoltre, sia tale che, fissato un numero />0, si abbia, in tutti i punti
del nuovo campo [a =z =0, m=y =M . |y| =], |f(z,y,y) <Lly|,
dove L indica un numero positivo, invariabile. Abbiamo la proposizione:

« Se la successione di [ungiont u,(x), us(2), ..., uu(2), ..., date
su (a,b) e sempre comprese [ra m ¢ M, converge quasi dappertutto verso
la [unzione assolutamente continua w(x), in modo che la lunghezza, sup-
posta  finita, della curva y = u,(z) lenda « quella, pure finita, della
y = u(x), allora, qualungue sia "z di (a.b), ¢, per n —> o,

(~x ~a

: l [z, un(z) , u,(x)) dz —> ’ [(z,u(x) , ¥(x))de,

a a

ponendosi [(z,u.,u,) =0 la dove la u, non esiste finita, e parimenti
per la [(z,u , ) e la convergensa ¢ uniforme in tutto (a,b) ».
Indichiamo con E® 1 insieme dei punti di (z,#) nei quali la #'(x)
esiste ed &, in modulo, non superiore al numero intero positivo ». Pren-
diamo »>1{. In B la /f(z,u(z),«(z)) risulta limitata ed esiste 1 in-
tegrale ‘(mrl/'(,zr ,u(z) . u'(x)) do ; nel complementare C(E®), per le ipo-
tesi fatte, & |/(z,u(z),#(z))| < L|#'(x)|. e dalla integrabilitda della
|2/ ()| scende quella de]la /(: ,u,%) in C(E). Questa o0 & cosi
integrabile su tutto («.5). Altrettanto si dica per la /'(z, u,(x) JUu (2)).
Siccome, per 7 —> o, & m(E™

> b — a, possiamo scegliere un 7,
: : ) .
in modo che sia m(ET) > (b — a) — o essendo il d quello stesso della

proposizione del n. 2. Poi, per la eonvergenza in misura della u, alla #/,
fissato ad arbitrio un  >> 0, possiamo determinare un intero 7, tale che,
A brobe S V(7 . . . " . . 7 .
per ogni 7 >>mn,. 'insieme B,V dei punti di E" nei quali la #, () esiste
e 5o 7 o % 4 Lo J
finita e soddisfa alla |, (z)—«'(z)| = 7, abbia una misura > m(E" — .

B

Con cid il complementare C(E,”) di E;* ba una misuwra < d, ed ab-
biamo (n. 2)

3 Un 4 L ,,](ll—‘ (‘N,v)r/.l'||<

<[ o | (@ sy tn) = [l u,ul)| de L

Cl]“(r‘)]l“’:‘dr—’_L l u” lu\dl<
n

Bn (En
= |]‘[m | /(@ s us) — f(2,u,u)|dz+2Le.
</ on
Siccome la /(x,y,y) & uniformemente continua nel campo limi-
tato [e=2=10 , m = / =M, |y/| = 27,], possiamo determinare 1'% in
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modo- che sia sempre |f(z.y.¥)—[(x.7.7)|<¢ tutte le volte che @
y—gl=q .,y —7|=n9. Per la convergenza uniforme della un(a) verso

J(2), la quale risulta facilmente dalle condizioni poste e da quanto si

18
& detto al principio del n. 1, possiamo allora trovare un ne >>n,, tale che,
per ogni 2z > s, sia, su B VA (@) () — [ (@ u(@) (@) [<e&
Dopo cid abbiamo, per ogni 7 > #s,
¥
| F@ . unu)— ) fla i) do| < (b —a) 2T,
b

e la medesimo disuguaglianza vale anche se, al posto di &, negli estremi

superiori degli integrali, poniamo una z qualunque d1 (a,b). Essendo &
arbitrario. la nostra proposizione & stabilita.

OSSERVAZIONE. — La proposizione ora dimostrata conftiene come caso

particolare guella del n. 6 della mia Nota Sugli integrali curvilinei del
lelle variazioni (Nota II) (') nella quale avevo supposto che tutte

.{’,,/L'-//,r, [/

le u,(z), come la u(x), tossero assolutamente continue € CONVErgessero

uniformemente alla #(z) in modo che le loro lunghezze tendessero a guella

inoltre. avevo supposto la /(z,7,y') lale che la

finita della 7 = u(x) ;

y' Frwl : St
funzione z'f (« s "’—) — F(z .y, ,y") soddisfacesse alle condizioni so-

!

lite del calecolo delle variazioni e quindi fosse continua, insieme con le sue

derivate parziali dei primi tre ordini, nel campo dei valori ammessi per x
y e per tutte le coppie 2y verificanti l'equazione z* +y*=1. Un

esempio semplicissimo, nel quale queste condizioni non sono verificate mentre

lo sono quelle del teorema sopra dimostrato, & offerto- dalla funzione

(9. 9) =y siny’. Questo esempio mostra anche come non si possa ri-

gnardare la proposizione qui stabilita come un semplice corollario di quella

del n. 6 della Nota I. g
= Ritornando al teorema del n. 8 della Nota I. vale a dire al teorema
vowliamo ora dedurlo dalla proposizione sull’ integrazione per

di G. Fubini,
ma in una maniera assai diversa da quanto ha gia

serie di B. Levi (%),
fatto il Fubini stesso.
oo
N 4,.(z) una serie, convergente su tutto (¢, 0), di
-
Indicato con E 1 insieme di misura nulla nei cui

Sia dunque %(z) =

funzioni non decrescenti.
non & finita almeno una delle derivate ', u, (n=1,2,..),

punti manca o
[nel senso stretto: eccezion fatta, al pit, per ¢ e 4 (°)] in

rinchiudiamolo

(1) Questi Rendiconti, 1912, 1° sem.

B. Levi, Sopra "///"/’///'a;,‘u/ze delle serie (Rendiconti del R. Istituto lombardo,

(X XIX, 1906).
(3) Intendiamo. con ¢id, che ogni punto di E,
¢ 1'estremo comune di due segmenti contigui di 4.

distinto da o e b, o & interno ad un

seamento di 4. oppure
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un sistema d'intervalli 4, non Sovrapponentisi, e tale che gig 24 e, e
definiamo, per ogni » da 0 all' e (essendo u, =), la funzione /£, nel
seguente modo: fuori degli intervalli 4 o nelle loro estremity poniamo
/n ==, ; nell’interno di un zlf:J(a »#) facciamo variare la /n linearmente,
poniamo ¢ioé /,(#) = /() 4 u”l;{;(;()
e
tinua e non decrescente, ed ha in oﬁ;r{i punto la derivata destra, D*/., finita,
coincidente, fuori dei 4, con u,. I evidente I'esistenza della, D™/, finita
in ogni punto interno ad un 4 o coincidente col primo estremo di uno dj
questi intervalli. Se = non & un tal punto ma, per 4> ( o conveniente,
non esiste nessun o nell intervallo (z,2 1), Desistenza della D7, e
I'ugnaglianza D"/, = «, sono pure evidenti. Supponiamo, infine, che 2 non

(z — ). La /() risulta con-

sia interno a nessun 4 né coincidente col primo estremo di qualche 4, e
che esistano alla sua destra infiniti di questi intervalli, prossimi ad esso

quanto si vuole. Il rapporto incrementale /L('U#/%/:‘/”L@)‘ per >0,

A /l;(ff /l)—'“n('b') \ .

A Z‘_"I‘/_q se @ -~/ non & interno a nessun 45 e nel caso
2

) . Un(e) — u,( Un(B) — u, (2

opposto & compreso fra Gl ity z) g Ll =2)

, essendo (e, B) il 4

a—x 8—ux
in cut cade = + %. Si ha dunque E;’{.,WL/Z/]ZLM = /(z). Da

quanto -si ¢ gid detto risulta poi sempre D*/, = 0. La serie 2fu(x),
nei punti zon intern: ai 4 coincide con Zu,(x) e quindi converge verso /(z).
Ed essendo, in 4= (a,p),

r r r ~
N P BN O et s\ AN Nellh )
n\ ) — nl nl L =S n
2 () 27 aH—ﬁ | 2 n(8) 2 n(@)g

-

la = /,(z) converge dappertutto verso la /'(,r‘)‘. Per essere la D* /,, sempre
finita e la /, a variazione limitata, & poi ' ; D* fu dx = fo(z) — fula),
onde i ; ¢

> D pids— fz)— i) — [ D*pa,

Per il teorema sull'integrazione per serie del Levi. la D"/, & allora

convergente quasi dappertutto ed &

n
a

S D — [ (=D*f.) da,
onde

"‘., (:[)’7/‘,,) dx = ‘ 3 DF/'(/,:';

a
e derivando, D™ /,, = D"/ quasi dappertutto, ossia quasi dappertutto fuori
dei o, Su,=u". i il teorema & dimostrato, perché ¢ 4 <&, con ¢
arbitrario.

Rexprconti. 1916, Vol. XXV, 1° Sem. 13




