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logico ¢, non considerato da Russell, ¢ stato introdotto genialmente da Peano
ed & di capitale importanza logica.
La dimostrazione della condizione (a,6) = (', ¥') rimane invariata
(n. 6, pp. 411, 412), come pure rimangono invariate le altre considerazioni,
L'unica trasformazione che faccio alla prima Nota & dunque questa:
pongo ora [la prima delle (1)]
(a,0)a=a
in luogo della
(2) (a,b)a=1a
che avevo posta prima.
La ragione del cambiamento & facile a vedersi. Le (1) ove al posto
della prima si ponga la (2), sono simmetriche rispetto ad @ e & e quindi
risulterebbe (a2, 4) = (b .a) anche per a==4. Con le (1) invece si ha

(b,a)a=ua , (b,a)b=1b (b,a)z=rtaovib

e quindi (a,/)== (b, a) quando sia a==4. Si noti che ponendo le (1)
senza la condizione @==10, allora per la coppia (a,a) si avrebbe (a,a0)a=a,
ovvero (a,a)a==1ta secondoché I'elemento a cui si applica & il primo o
il secondo della coppia; né a togliere tale assurdo varrebbe affermare che,
per definizione, si ¢ ammesso che (a,b) & loperatore #dentita soltanto
quando ¢ applicato al primo elemento di (a,b).

Si pud notare che nella dimostrazione, gia citata, della condizione
(a,b)=1(a', V'), si & dmplicitamente fatto uso della (1), poiché abbiamo
distinto il prémo dal secondo elemento della coppia, non soltanto come ele-
menti, ma proprio come occupanti, rispettivamente, il primo e secondo posto;
era perd necessario togliere ogni equivoco logico formale il che si ottiene
facilmente mediante 1’operatore logico ¢ e le sue potenze.

Matematica. — Hamiltoniani e gradienti di formazioni esten-
sive nell’ Analisi generale di Grassmann. Nota di A. DeL Rg,
presentata dal Socio V. VoLTErRrA ().

In due Note successive dal titolo comune: Gli hamiltoniani ed i gra-
dienti nell’analisi generale ad n dimensioni di Grassmann (®), presentate
nelle sedute dei giorni 1 ed 8 del mese di luglio u.s. della R. Accademia
di Napoli, e che compariranno nel fasc. luglio-agosto dei Rendiconti di essa,
io ho definito certi operalori per uno spazio ad » dimensioni di Grassmann,
e per funzioni scalari, che ho chiamati hamilloniani e gradienti (anche, risp.
derivate esterne e derivate interne): e la cui opportunitd e portata ho messo

(*) Pervenuta all' Accademia il 23 settembre 1916.
(*) Tali Note verranno, nel seguito, indicate rispettivamente con NI, NIL
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in sufficiente rilievo nei brevi cenni che servono di introduzione a tali No e.
Di operatori del tipo del gradienti, come ivi accennai, avevo gid fatto uso
in altri lavori (*); ma, in questi, maned la considerazione degli hamiltoniani,
ed i gradienti Vi fecero comparsa da un punto di vista troppo particolare (*).
Ora, e per completare nelle sue costruzioni fondamentali la teoria appena
iniziata dei due operatori, e per aumentarne la portata, estendo, con lo scritto
presente, le mozioni di hamiltoniano e di gradiente al caso di funzioni esten-
sive di gualsiasi ordine.

1. Conservando le medesime notazioni adoperate nelle NI, N II, sia U
una funzione estensiva dell'ordine o, e supponiamola scritta nella forma

(1) U=0U,.F,+0.Fo -+ 0. F

ove U,, Us, ..., Uy siano funzioni scalari delle variabili @, , o, ..., om cOD
le quali & composta la formazione

n—+1

(2) Q=0,.E + 0. B: + o+ @op. Bn m———( o ),
Y
d'ordine o, rispetto a cui si deriva; ele Fi= e e, . iz (0 1< < o)
: 4 (n-4+1 ; .

con i=1,2,..,¢ s1ano 1 ¢ =5\ i_ ) prodotti o a ¢ delle » -1 unita
fondamentali e, €s ... €n+1, numerati ed ordinati coi medesimi eriteri che ser-
virono di base alla numerazione degli Ei=ei €, - €i;- Ritenendo altresi
la denominazione di piramide di 7iferimento allo insieme delle unitd
€y, 8s,.en s €nsy cODSiderate quali punti indipendents di uno spazio ad » di-
mensioni di Grassmann, e di o-spigolo E: al prodotto e, ei, ... €, diremo
hamiltoniano elementare della U, rispetto al o-spigolo B; della piramide

() Le equazioni generalt per la Statica e la Dinamica det sistemi materali ad
2 dimensioni ed a curvalura costante ecc. (questi Rendiconti, giugno 1912); Le equa-
zioni generali per la Slatica e la Dinamica ecc. nel caso di vincoli in terminy diffe-
renziali non integrabili (Rend. Acc. Napoli, luglio 1912); Sulle equazioni generali per
la Dinamica ecc. (Ann. di Mat. pura ed applicata, serie 1II, tomo XXII).

(2) T1 caso particolare deriva dal fatto che 1 gperatore utilizzato & una derivata
interna rispetto ad un punto o ad un vettore; mentre nelle NI, NII e nella Nota pre-
sente vencono considerate derivate interne ed esterne, rispetto a formazioni d’ordine as-
segnato, semplici [al finito (multi-punti), all’infinito (multi-vettori, multipunti-misti o
multivettori-misti] ¢ composte, considerate qoali variabili. Da rilevarsi perd & il fatto
che, grazie alle costanti «?;, %, ..., &%+ le quali accompagnano i diversi termini che

compongono 'espressione dell'operatore, esso (posto anche da parte il numero qualunque

di dimensioni che qui si considera) & ancora molto pili generale degli operatori del
Minkowsky e di quelli di E. B. Wilson e di G. N. Lewis.
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di riferimento, 1'espressione:
20 \
3 1) 2Y | =
(3) (— 1)ee = 1
(2 U \U,

O 20
= (= L)ee (3 E,+ t.llEi+”.+D—m—,-7Fq' E(;,

dove g'=n+1__e;

e diremo gradiente elementare della U, rispetto al medesimo o-spigolo,
1'espressione

ol s UF E+LmF,.E+ +_F o

(4) o

Queste espressioni sono identiche, nella forma dei loro primi membri,

a quelle che si hanno pel caso di U scalare; ma i secondi membri mostrano
che si tratta di emtita sostanzialmente diverse.

Sommando da 7= 1 ad 7 = m, membro a membro, le (3), troviamo

< 0

— 1)’ \ ne

(5) EE

20, F,

dw;

L =

E+\

=(—1)99(‘lzm 11:_;. S

)wx Dah ¢ ‘ %

e, sommando, in modo analogo, le (4):

C_EEEl.z\ jUF‘E_*_\ wUF'E—{- _l_Y\UI* B (1)

/
T Wi T 0w; w;

(6)

Queste somme saranno, rispettivamente, chiamate 1' hamiltoniano ed il
gradiente di U rispetto ad Q, e saranno rispettivamente rappresentate scri-
vendo VoU, GoU. Tenendo presenti le (3) e (4) si ha che

20, F; E \U F; i g,
o By

AW; ?wf

(7) (— 1)ee!

sono rispettivamente 1’ hamilioniamo ed il gradiente della U;F; rispetto al

U, :
(*) Il passaggio dalla forma di scrittura D—w—h Fx.Ex quale presentasi nella (4) alla

U Fa

forma » E; quale ¢ adoperata nella (6). per essere U, scalare ed Fj estensiva, &

giustificata dalla definizione, che venne data nella NI, della derivata d'una funzione
estensiva rispetto ad una variabile scalare [efr., al riguardo, il n. 1,¢ di tal Nota, for-

mula (6)].

Renprcontr. 1916, Vol. XXV, 2° Sem. 29

1
\
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o-spigolo Ei(= rispetto alla Q ridotta ad o;E;);: si pud, dunque, da un
lato scrivere le (3), (4) nella forma

(8 Va U= VQ‘(Ux F)) i V\L(va I') ‘}‘ ’ '}" vn.(U‘l F'I)
(4') Gn. U= G,)" Ul l"l‘ + ‘;n‘(lvf l"-.“ e + Gn,(U‘I F'l)

e dall'altro serivere le (29).,30) come segue:

(5" VaU=Va (U, F)+Vq(Us Fy) + -+ 4 Vq(Ug Fo)
(67) GaU=Gqa(U,F) 4 Gq(Ue Fy) + -+ 4 Go(Ug Fy)

che contengono le precedenti, e che dimostrano il carattere distrébutivo
dei Vg, ,Gq considerati quali operatoré. mon solo relativamente alla

5 -
- ) ) - T

U= U;F,. ma anche relativamente alla Q= Q; (con Q; = w;E;);
T 1

poiché [giova tenere le (5').(6") anche nella seguente forma] evidentemente
(5") VaU=vq,, U+ v, U-- —LTML \Va=Va, +Ya,F 1+ Van
(6%) UQLZUQ.L +Gq.U+ 4 GanU , Go=Ggq,+ Ga, + 1 Gan

2. a) Conviene dare alle (5"),(6") una forma ancora piu espressiva, e
piu facile applicazione. A tal uopo. consideriamo dapprima, a meno del
fattore (— 1), 1'hamiltoniano di U; F; rispetto al o-spigolo E;, cioé

[cfr. le (7)] la funzione

AU B = PUOEEE, MO, oo
(8) B;=—F;| Ei=—2(F;| E)),
; (OF JW; 2
A0; . y :
ove —— e scalare. Quattro casi possono darsi:

i .
1° caso. Il prodotto F; E; & identicamente nullo, il che avviene
quando, essendo o o' < 2 + 1, cioe 0 =, le ¢ ¢, ... ¢j, SONO in parte,

o tutte, fra le ¢;, ¢;, ... ,,; ovvero quando, essendo o ~+ 0 o =n-+41, cioe

e =o0,le ¢, ¢,..6, ele ¢ €, - ¢i; llanno meno di 0—p di elementi non

comuni, poiché allora piu di ¢ — p unitd sono comuni ad F; e |E;. In tal
caso, evidentemente, si puo scrivere (¢'=7n 41— 0):

N U . 0;
J — (F|E;)) = (—1)'s —Z (| E;.F,) —
©) \;w‘( i ={(=1) ‘m.v( i- Fy)

U U
= (— L)% 2 (| By ) = (— 1)po’ 24 (| B, . F)),
( o )=(—1) Dw.-( E )

prendendo quella forma di potenza del
indicate.
90 g

4° caso. oSenza essere nullo, il prodotto F;|E; @ a+g’<n+l

— 1 che meglio ci piace fra le tre
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(=e>0); in tal caso F;|E; & un prodotto progressivo, onde si ha F|B; =

= (— 1)f"9|E;. F;; epperd
)Uj N o DU_,'
(10) ~o; FJJE,_(—I),oM)i|E,-.F,~.

3° caso. Senza essere nullo, il prodotto F;|E; & o+ =n41
(=e0=0); in tal caso F;|E; & scalare, e si ha Fj| By = (— 1)/ |E; . F

i’
epperd ‘
R 3 .y U,
(1]) SEFJ\135=(—1)V‘“,§‘)—:[E,‘.FJ'. ‘
4° caso. Senza essere nullo, il prodotto F;|B; @ o+o >n1
(=e0<0); in tal caso I';|E; & un prodotto regressivo, e, detta H la gran-

dezza estensiva di ordine ¢ — o ch'esso rappresenta, si ha successivamente
H=TF;|B; , |H=|F|Ei=|F;(— 1) B;= (— 1% | F; . ;.
Essendo 0'=n-1—o, siccome da o +0'>n-1 si deduce o'+o<nt1,
cosl sard |H = (—1)?%"+#* . E;|F;; e quindi sard pure
[H = (—1)ee"+po" | B;|| F; = (— 1)¢'+po’+aa’ _ | B;. T .
Ma ¢ |H = (—1)@-® "+1=9-p) H : dunque, tenuto conto che
€0’ +e0' + 99 + (7 —¢) (¢' — @) =00+ —oo =g(n+ 1—0) = oo’
(mod. 2):
H = F;| B = (—1)*”' | E;. F; ;
epperd

U, o
(]2) _D—wl]F}|E,=(—l)l“5‘E,FJ

Da tutto cid concludiamo per 1'hamiltoniano elementare rispetto al
o-spigolo E; della piramide di riferimento, corrispondentemente agli ultimi

tre casi esaminati, e col tener conto del primo che di espressioni nulle:

-

| U5 \
1°) che Aq(U; Fj) = (— 1) — F;| B = \
Dw; \
op'+0'c DU r i
| = (= DFE SR By = (— 1) v, U,. B
| se 040 <n-+1, ciod o<<p;
o U5
\ 2°) che Vg, (U; Fj) = (— 1) \w-) | Bi = ‘
; < PR +pp’ )U ’ ‘
Ve = (— )P 4B By = (— 1) v, ;.
f se 040 =n-41, ciot oc=p; {
| 89) oho Vi, (U;F)=(— 1) 22 B [, —

i 2U0;

‘ = (— 1)‘0‘3’+P.’ Tw,’ | E.‘.Fj: (— 1)'00, Va‘, Uj.Fj
[ se 0o >n41, ciod o>p.




b) Ragionando 1n modo perfettamente analogo al precedente, conclu-
diamo pel gradiente elementare rispetto allo stesso e- spigolo E;:

‘ U, JMU
1°) che Gn,(U,-I“_V\—D\ FEi = (—1) )(»1«,,1« i=(—1)Gy, U, . Fy

oy

se pFo<<n+1;

‘Ur of \L of (A
29) che Ga,(U;F) = 52 BE— (=% L BE = (—1F GaT;F)
(14) ¢
se 9+U=H+1‘
) N .
3°) che Gg,(U; F)—lL—FE e ’m B, = (—1)" Go,U;.F;
\ 0 4 = nsk 1.

¢) Con l'aiuto delle (13),(14), per j=1,2,..,¢ sostituite rispetti-
vamente nelle (3),(4), si ricava

(15) Vo: Bi=illea 18 (Va: Uy Fi 4 Vo, Us . Fa 4+ + Vo, Uq . Fy
con §=0'c, ¢ oo secondoché ¢+ & <, =, >dind1;e

(16)  Gq,U=(—1°(Gq.Us.Fi + Ga;Us.F2 - + Gaq, U,.Fy)
con 6= o0 .00 00’ secondoche ¢ 0o & <, , > di n41.

<

d) Con l'aiuto delle (15),(16), per i=1,2,...,m, e delle (5"), (6"),
si ricava poi, in fine:

(17) VﬂUz(—1)‘:,7(VQU1-FI+VQUI'F2+".+VQUQ.F(1)
se o +o<n+1, o, cid che & lo stesso, 0 <e:

(18) VOU=(—1)':':'(VQUJ-F1+VQU1-F!+"'+VQU<1.FQ)
se o +o=n-1, ciot se d=¢;

(19) VaU=(—1(VaUi.F,+VaUs.Fat o+ Vo U, Fy)
se o' +0 >n-1, cioé se 0 >o0; e

(20) GoU=(—1"(GaU,.F. + GoU,.Fo+ -+ G U,. Fy)
se ofFo<n+41;

(1) GoU=(—1#(GaU,.Fi+GaU:.Fs + -+ + Go Uy Fy)
seof+o=n-+1;

(22) GoU=(—1F"(GaU,.Fi 4G U, .Fo 4 - 4+ G Uy Fy)
se oo >n+1.




— 213 —

e) Il da mettersi in rilievo, come conseguenza delle precedenti espres-

sioni date per VoU e G, U, quanto appresso:
1°) Vo U ¢ una funsione estensiva di specie n+1—o -+ quando
0 >0, ¢ una [unsione scalare quando o = o, ed ¢ una funzione esten-
stva di specie 0 — o quando o < o ;
2°) Go U ¢ wuna funzione estensiva di specie o - o quando @

et+on+1, ¢ una funzione scalare quando o +o=n-t1, ed e
una funsione estensiva di specie o+ ¢ —n — 1 yuando ¢ 4o >n 1.

Questi enunciati concordano perfettamente con quelli dati al n. 2, b)
della Nota II, quando una funzione scalave si consideri come estensiva di
specie (ordine) 0, nel qual caso & o =0, o come estensiva di specie n -1
(pseudo-scalare), nel qual caso & 0 =n 1. Ed ove si considerino i casi
di =0, o=n-1, i quali corrispondono all'essere la Q una variabile
scalare, o pseudo scalare, gli enunciati precedenti restano applicabili, per
o == 0, alle derivazioni (esferne, o interne) di funzioni estensive rispetto a
variabili scalari, o pseudo-scalari; e per ¢ =0 alle derivazioni ordinarie
di funzioni scalari. Cosi, ogni funzione, sia scalare o pseudo-scalare, sia
estensiva, ha il suo hamilloniano ed il suo gradiente anche rispetto a va-
riabili scalari, o pseudo-scalari; e questi si confondono, a meno della mol-
tiplicazione per €, é; ... .,y del VU quando ¢ =0 o del GU quando &
o=n-1, con la derivata ordinaria di U se U & scalare, e con la deri-
vata di U quale venne definita nella formula (6), quando U & estensiva.

8. a) Se nelle formule (17),(19) in ciascuna delle quali si pud im-
maginare racchiusa la (18), col ritenere la (17) per ¢ <o, o la (19) per
o = o, poniamo, al posto di Q, la formazione supplementare |5 siccome
allora si dovrd cambiare o' in ¢, e viceversa, si avra:

(28) VIoU=(—1)*(8aU,.Fi +VuU;.Fy 4 ...+ v,,T,.F,)
seot+o=n-41;

24) VU= (—1f""(VioU,.Fi4+VqU,.Fy+ - 4+ v, U,.F)
se pf+o=n-41.

Ora, dalle formule (14) della N II, poiché U, , U, ,..., U, sono funzioni
scalari, si ha, per h=1,2,...,¢:

(25) Via Up= Gq Un;

dunque sara:
23) ViaU=(—1¢ (GaUi.F, +GaUs.Fs - + G, T, F,
quando ¢ 0 =n-41, e




O =
(24" ViaU=(— 17" (Ga U,.F, + Gq Us Fo -0 - G Uy . Fy)

2
quando ¢+ o =n—1.

Confrontando con le (20), (21), (22) si deduce, qualunque sia il caso,
(2”) Via U= G Q U N
epperd: pure per funsioni eslensive, il gradiente rispelto ad una dala
formasione pud essere definito come U hamilloniano rispelto alla forma-
sione supplementare (cfr. Nota II, n. 2, b).

b) Se, melle (20),(22), ciascuna delle quali pud essere considerata
come abbracciante la (21), si cambia Q in |Q, si avrd, dovendosi allora
cambiare pure o con @':

GoU=(—17(GoUi.Fi+ GqUs.Fs -+ Ga Uy. Fy)
per o' +~o =n-41;

GiaU=(—1F"(Gali- F, +GqU,.Fot -4 G U,. Fy).
per o +o=n-41

Ora, dalle (15) della N II si rileva che, essendo U,,Us..,., U, fun-
zioni scalari, &, per A=1,2,..,¢:
GaUn=(—1)%"VqU;

dunque sara:

aU= (=1 (Vo U,.Fi 4+ VaUs. Fo - +Va Uy. Fy)
se o +o=n-1.

Dal confronto con le (17), (18), (19) segue essere:

—~—
@p]

(28) GoaU=(—1)*vaU;

epperd: come per le funzioni scalari [cfr. le (15), N. I1], cosi per le esten-
sive, il gradiente di una funsione U rispetlo alla formazione supplementare
di una data Q eguaglio I hamiltoniano di U rispetto ad ., moltiplicato
per (— 1) (o e o' secondo il significato innanzi stabilito sono, rispettiva-
mente, 1'ordine di Q e della supplementare). Anche per U estensiva saranno
dU dU
4. Non & possibile qui, per la ristrettezza dello spazio consentitoci,
presentare altre proprieta degli operatori introdotti, né di far cenno dell’in-
teresse che essi presentano nelle applicazioni, mettendo in evidenza qualche
esempio speciale. Ci0 sarda oggetlo, io spero, di comunicazioni ulteriori.

adoperati alle volte i simboli in luogo di VoU, G, U.




