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Matematica. — Sopra una classe di configuraszioni di rette
e di piani. Nota di Luret BErzoLARI, presentata dal Socio K. BER-
tint (1).

Le 27 rette e i 45 piani tritangenti di una superficie del terzo ordine
formano notoriamente una configurazione (275 .455), cioé sono tali che sopra
ognuno dei piani stanno tre delle rette e per ciascuna delle rette passano
cinque dei piani. Godono inoltre di queste due proprieta:

1) se due delle 27 rette sono incidenti, il loro piano contiene un'altra
delle rette, epperd & uno dei 45 piani tritangenti;

2°) se una delle rette e uno dei piani non si appartengono, il loro
punto comune giace sopra una delle tre rette contenute nel piano.

Le stesse due proprieta spettano altresi. com'® pure notissimo, alla
configurazione (15;.15;) formata dalle 15 rette di una superficie cubica
che rimangono levando quelle di una bissestnpla, ¢ dai 15 piani che le
contengono a tre a tre.

Essendomi proposto di ricercare in che modo le proposizioni precedenti
si possano invertire, sono stato condotto a considerare una conficurazione di
rette e di piani definita come segue.

St abbiano x relte (di cui tre qualunque non possanti per uno stesso
punto) ed y piani, tali che su ognuno dei piani giacciano n delle rette
e per ognuna delle relte passino k dei piani: rette e prant  formanti
dunque una configurazione (xx.y,). £ si suppongano inolire soddisfatte
le due condizioni:

(I) se due delle x retle stanno in un piano, questo sia un piano
della configurazione, epperd contenga altre n— 2 delle relte;

(1Y) se una delle z rette ed uno degl Y piani non si appartengono,
il loro punto d’incontro giaccia sopra una delle n retle poste sul piano.

Accennati brevemente i casi, di scarso interesse, in cui %z o % abbiano
1l valore 1 o il valore 2. in questa Nota comunico aleune osservazioni ge-
nerali sulle configurazioni testé definite, e dimostro che le rette dj una tale
configurazione appartengono tutte ad una superficie d'ordine 7 (2).

(*) Pervenuta all’Accademia il 21 ottobre 1916,

(*) Di superficie contenenti un numero finito di rette semplici si & occupato il
sig. Affolter in dune lavori: eber Gruppen gerader Linien auf Flichen héherer Ordnung,
Math. Ann., Bd. 27 (1886), pag. 277; Bd. 29 (1887), pag. 1,
delle configurazioni qui considerate. L'Autore j

nel primo dei quali si tratta
erd parte senz'altro dalla presupposizione
che esista una superficie algebrica, la quale contenga un numero finito di rette presen-
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In una Nota successiva proverd che per z =3 sono possibili soltanto
i due casi ricordati in principio, dovuti alle superficie del terz ordine.
Delle superficie che s'incontrano per » >3, e delle estensioni agli
iperspazii, spero di potermi occupare tra breve.
1. Anzitutto si ha, com'a ovvio,

ke =ny .

Una seconda relazione tra i numeri z,y,n,/% si deduce dalle ipotesi
(I) e (I1). Infatti, per la (I), ognuna delle # rette ne taglia altre Z(zn—1),
situate ad »—1 ad » — 1 sui 4 piani passanti per la retta. Considerando
poi uno qualunque degli 4 piani, per ciascuna delle sue 7 rette passano
altri £—1 piani, ognuno dei quali contiene altre n —1 rette. Per la (II)
si ottengono cosi tutte le rette della configurazione, epperd

(r—1).n(b—1)+n=x.

Con questa e la precedente, risultano le due formole
(1) g=n[n—1) (k—1)+1],
(2) y=k[n—1)(k—1)+1].

[ casi, in cni l'uno o l'altro dei numeri Z,# ha il valore 1 o il va-
lore 2. si trattano subito, sia direttamente, sia col mezzo delle (1) e (2).
Se £ =1, segue x =n , y =1, e la configurazione consta di un unico

piano e di un numero qualunque di rette tracciate su esso.

Se /=2, si ha x =n*,y=2n, e la configurazione & formata da
due gruppi di ~ piani ciascuno, e dalle »*® vette in cui i piani dell'un
gruppo incontrano i piani dell’altro.

Per n=1, si ha 2=1,y =/, e la configurazione si riduce ad una
sola retta e ad un numero qualunque di piani passanti per essa.

Se n=2, segue xz=2% , y =/%*: supposto £ > 2 per non ricadere
in casi precedenti, la configurazione consta di 24 generatrici di una super-
ficie del second'ordine, di cui 4 appartenenti all'una schiera e & all'altra,
e dei /4% piani che sono determinati dalle generatrici dell’un gruppo con
quelle dell'altro.

Nel seguito potremo dunque supporre

(3) n=3,k=3, epperd 2=15, y=15.

9. Siano @y, @ye, ..., @1, 1o rette della configurazione contenute in
un piano 7, di questa. Per ciascuna di esse passano altri £ —1 piani della

tanti una configurazione di quella natura, e si limita ad alcune proprieti relative soprat-
tutto a diversi aggruppamenti che si possono formare con le rette ed i piani della con-

figurazione.
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configurazione, sicché, contando anche 7r,, si hanno in tutto »n(4—1) 41

piani distinti della medesima. Questo numero non pud dunque superare y;
ma non pud nemmeno essergli eguale, perché se si avesse

nk—1)4+1=y,
per la (2) seguirebbe l'assurdo
(n—1)(A—1)*=0.

Cid significa che, se si fissa un piano qualunque della configurasione,
esiste qualche altro piano di essa che non ha in comune col primo alcuna
retta della confiqurasione.

Sia 7z, uno dei piani non secanti 7, in una retta della configurazione,
e SIAN0 @y, sz y ..., @5, le sue rette. Per la proprietd (I1), ognuna di queste
deve secare una delle rette di =,. Se ad esempio a,, incontra @,,, la @
non potrd essa pure incontrare a,,, altrimenti @,,, secando (per ipotesi, in
punti distinti) due rette di ., sarebbe comune ai piani 7, e m,. Si pud
dunque supporre ad es. che as, , ass, ..., dan taglino risp. a,,, @95 ..., @in-

Per la proprietd (I), i piani

0),=Q)) A3) y O3 = G132 Q33 4 oe y Op = A1y A

appartengono alla configurazione, quindi ciascuno contiene altre n— 2 rette
di essa, che diremo ordinatamente

A3) 5 Aqy § « ooy Any
3o y Ays y « v vy Qe
A3n y Qg g + v« y Qg «

Tutte queste rette sono distinte tra loro e dalle precedenti contenute
in 7, e m,. Infatti, in primo luogo, se per es. as, coincidesse con a,s, i
piani 7, e ¢,, avendo in comune anche la retta a,,, coinciderebbero, quindi
7, e 7, avrebbero in comune la retta a,,. In secondo luogo, se p. es. gy,
e ass fossero una medesima retta, questa, tagliando «,, e ., giacerebbe
su 7, e tagliando as, @ as., giacerebbe su m,, sicchd 7, e 7y si taglie-
rebbero in una retta della configurazione.

Dico inoltre che, fissati due qualunque dei piani ¢,,0,,...,0,, ognuna
delle z — 2 nuove rette ottenute sull' uno taglia una (sola) delle »— 2
nuove rette ottenute sull’altro. Ad es.la @, deve incontrare una delle dass
@z, -y, Gne. Infatti, in caso contrario, per la proprieta (II), essa taglierebbe
Oz O SU ;3 0 SU sy, P. €S. SU &;,. Ma allora gy, , tagliando pure a,,,

starebbe sul piano 7,, quindi coinciderebbe con una delle 13y Qrdyeeey Biny

¢id che dimostrammo assurdo. Non pud poi accadere che a,, incontri due
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rette di o,, altrimenti starebbe su @,, e, contro ¢id che precede, coincide-
rebbe con una delle rette della configurazione poste in questo piano.
Tenuto conto delle (3), 1a configurazione possiede certamente, oltre le 7?

rette fin qui considerate, altre rette, ciod si ha @ >n*. Poiché se fosse
o = n*, dalla (1) deriverebbe I'assurdo

(n—1)(k—2)=0.

3. Le osservazioni precedenti dinno modo di ordinare le rette della
configurazione in uno schema, a cui si pud ricorrere con vantaggio nello studio
della configurazione stessa (*).

Anzitutto & lecito supporre che nello specchio

an G iz - . . Qg
Vs T Ty o U
bl
) Q31 Qge d3z - . . d3n
Un Qne Ang ' & . Ann

nel quale le rette di ogni verticale, come pure quelle delle due prime oriz-
zontali, sono in un piano, la a;, tagli ciascuna delle @z, @ss , ..., as,; e cost
ay, tagli ciascuna delle ayo., @43, ..., @n;...; € a, tagli ciascuna delle
(s O e oeo g Ul

Presa poi a,,, gli altri £ — 2 piani che, oltre a m, ¢ o,, passano
per essa contengano ancora rispettivamente le » — 1 rette

1) ) (O0Y
ags y gy yoeeeg Qe
2) (2) (2)NN \
(1(22 ) a?ﬂ VAR TR, a?n ) \
el (AL e s )
k—2 k-2) (k-2) .
a(n 2 ) 0(23 SE AV atn ’

o le denominazioni di tali rette su ciascun piano siano scelte in modo che,

conformemente alla proprietd (I1), af , af , ..., af)) incontrino rispettivamente-

Gra s @igy sty (E=1,2,..,k—2). Nel piano afla;; ¢ =1,2, ey |
E—2;7=2,3,...n) lo rette rimanenti della configurazione siau(? o {
afy, ... , a\y, essendo i loro simboli scelti in modo che le rette stesse incon-

trino rispettivamente @i, @4, .oy @n -

(1) BEsso mi ha gid servito a darmi tutte le configurazioni possibili per n =4, e
aleune di quelle rispondenti a & = 3.

Renproontr. 1916, Vol. XXV, 2° Sem. 36
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Risultano cosl, in aggiunta allo specchio (4), altri 4-—2 specchi, di
cui uno qualunque é

ay, @2  Qig® ish @ Bin

|
[an a% a5 . . . ay ‘
(5) T A ey ‘w
|
|
A (I‘,‘; @ e e (l',,',), l
(=1 2.3, 8—"

ed in essi, come in (4), mentre le retfe di ciascuna verticale e quelle delle
prime due orizzontali appartengono ad un piano, le rette che nella terza,
quarta, . .., ultima orizzontale seguono rispettivamente ay, , ay, , ... y Ay Si
appoggiano appunto rispettivamente a queste ultime. Sono-cosi poste in evi-
denza, nelle singole orizzontali di posti 3.4 ...., n di (4) e (5), tutte le
rette della configurazione che. insieme con quelle del piano o, incontrano
rispettivamente as, . a4, , ... 2, .

A completare il quadro delle rette della conficurazione mancano soltanto
le vette che sono contenute negli altri piani (oltre che =, e @) passanti
per a,,.

Ben inteso, perché la configurazione possa dirsi determinata, occorrerd
In ogni caso particolare conoscere quali siano gli incontri delle sue rette,
da aggiungersi a quelli che gia furono indicati.

4. Le rette della configurasione appartengono tutte ad una (:o/a)
superficie irriducibile, non rigata, d’ordine n.

Dimostriamo anzitutto che per le 7® rette del quadro (4) passa un
fascio di superficie d'ordine 7. Tenendo conto degli incontri di quelle rette,
il passaggio d una superficie d'ordine 7 per le a;,,a.,...,a,, importa
(al pin)

1 9
(/{+1)+/z+ ‘T{';—}—‘Z:(n—i——\—l

condizioni lineari; il successivo Passaggio per ds, , s, ..., %, De importa
(al pid) altre

-
\ (5 1

it =D+ 241 =("),

il suceessivo passaggio per s, . a4, , ..., a,, (al piu) altre

(r—DF =2+ +3+2=(2)—1.

ed il successivo passaggio Per dgs, tys ..., aye (al pin) altre

(,1_2)+m_3»+~»+2+1=(”‘2'1).




o e e : = —— e T
=& ey o e e ST & I

— 2063 —
Tenendo poi conto che negli » — 2 gruppi

A33 3 Q43 5 evo s Apy 5 Agy , (I 000 (L 8 ot A ek ertn s Gl

ogni retta di ciascun gruppo deve incontrare una (sola) retta di ogni altro
gruppo, risulta che i passaggi della superficie per le rette di questi gruppi
importano altre condizioni al piu risp in numero di

n—2)
9 s

<"—3>+(n—4)+~-+1=(
(”—4)+(W—4)+...+1=(/”—3)’
(

Sommando tutti i numeri trovati, risulta che il numero delle condi-
zioni imposte & al pin
(7? b 3\’ 9

3

Ma é chiaro che il sistema lineare di superficie cosi determinato non
pud avere dimensione superiore all’unitd, quindi & un fascio.

Se ora fissiamo una qualunque delle rette della configurazione escluse
dal quadro (4), per la proprieta (IT) essa incontra = rette di questo quadro,
sitnate ad una ad una sui piani ¢,,0,,..,0,. Percid esiste nel fascio
precedente una ed una sola superficie che passa anche per quella retta;
{ ed & facile verificare, tenendo conto della proprietd (II), che alla superficie
appartengono anche le rimanenti rette della configurazione.

Che la superficie non possa decomporsi in altre due F'.F”, di ordini
n',n" (con »'-n"=mn), si desume da cid. che in caso contrario ad es. a,,
apparterrebbe ad F’ e non ad F”. Ma allora anche ay,, @, , ... , @, tagliando
a,, e non le altre rette a,o, @3, ..., @, del piano =, , giacerebbero su F',
il che & assurdo.

La superficie, finalmente, non é rigata: che, in tal caso, delle » rette
contenute in uno qualunque degli  piani, una almeno sarebbe una diret-
trice, e la superficie si spezzerebbe.

5. 11 teorema del num. precedente conduce facilmente (') ad un limite 8
superiore di %, ricordando (?) che una superficie d'ordine » non pud conte-

(1) Cfr. Affolter, primo lavoro citato, pag. 283.
(2) Clebsch, Zur Theorie der algebraischen Flachen, Giorn. di Crelle, Bd. 58 (1861),
pag. 106. Cfr. pure Salmon-Fiedler, Anal. Geometrie des Raumes, II Theil, 3* edizione,

Leipzig, 1880, pag. 634.
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nere pi di n(lln — 24) rette senza essere rigata. Pev la (1) si ottiene

infatti
WAy S )
k=2 (0 ” 1)

epperd £ < 11. Piu precisamente, per i valori

31514 Fa 6T R8O ORI S 2R R
di 7, 1 massimi valori di %4 sono rispettivamente
o5 S 89 ORS00 O SR O RS Q=10 Sl OIS

mentre per z = 15 il massimo valore di 4 & 11.

Matematica. — Proprieta generali degli hamiltoniani e dei
gradienti nell’analisi ad n dimensioni di Grassmann. Nota II di
A. DeL RE, presentata dal Socio V. VoLTERRA (')

Nel 1° caso, #'=0,e+a'i+ y'j + 'k, & considerato come posizione
limite di un punto, e

w=0.les42"|i+ ¥ |j+ 3|k

= 0.i5k—x'ejkl— y'eki — &'eij
come posizione limite di un tripunto; nel 2° caso, invece,
W=2z'i+ yj+sk
e dato nel trivettore ¢jk e

' =2'li 4y |j+ 3| k=ajhk+y'ki+ 3ij
& un bivettore.

3. Dalla definizione che venne data per VoU, GqU segue, come venne
gia osservato, sia U scalare sia estensiva, che vV, e Gq sono distributivi
rispetto all'addizione. Che cosa avviene pel vV, e del G, di un prodotto?
La risposta riesce piu facile cercandola per gli hamiltoniani e gradienti
elementari in grazia delle (5”) e (6”) della N pr.

Devonsi distinguere diversi casi, e questi sono i seguenti:

a) 1° caso, Le funzioni U,V che compongono il prodotto U .V
sono entrambe scalari. In tal caso si ha, evidentemente,

UV ] oV _ 0 W )
Sy Dl Vel )[E,v_ Bi.V - [B.U;

Lw; Q0;

(") Pervenuta all’Accademia il 23 settembre 1916.




