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Matematica. — Sopra una formula commutativa e aleune
sue applicazioni. Nota del Socio GiaN AnToNnio MAGGI.

Chimica-fisica. — Sui eristalli misti. Nota del Socio CARLO
VioLA.

Le precedenti Note saranno pubblicate in un prossimo fascicolo.

Matematica. — Sul metodo di Borel per la sommazione

delle serie. Nota di Gustavo SANNIA, presentata dal Socio ENRICO
D’0vipIo.

1. Secondo il Borel, una serie
(1) o+ uy w4 - -

¢ sommabile quando la serie di potenze associata

(2) u(x) = i U

e una trascendente intera e 1'integrale improprio (associato)

(3) s= | el

0

e~ u(z) do

& convergente. I poi assolutamente sommabile quando sono convergenti as-
solutamente tutti gli infiniti integrali improprii

(4) ‘ v,e‘xu"'(:/;)«/f (r=0,1,2,..),
20,
ove

O (z)=u(z) , u7(z) o (r=1,2,..).

dx"

In ogni caso il numero s & la sommau della serie.

2. Per tutte le seric sommabili sussistono quelle proprietd algoritmiche
elementari delle serie assolutamente convergenti che possono sintetizzarsi
nelle seguenti uguaglianze:
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(I) (g e 7 I i e
— e U B) T e
(”) (u°+ul+u2+"‘)/f=«/f’/o+/ful+/Cu2+-.~:

(III) (u0+“l+212+"')+(v0+91+’)~z+"')=
=(’~40+7)o)+(7/«1+v|)+"'-

Al contrario, non sussistono le altre

(IV) (ot+u1—4---) Vo021 )=
= g Vo + (6 ¥y ~ 1 V) = (%o V2 = %1 V) U2 0) -+,

(V) R T R A B e Tl (VA R et

Cid indusse il Borel a limitare le sue considerazioni alle serie assolu-
tamente sommabili, per le quali dimostrd esser valide anche queste proprieta.

Ora, in una recente Nota ('), io ho dimostrato che, volendo restringere
il campo delle serie sommabili fino a conseguire la validita dell’ importante
proprietd (LV), non & punto necessario spingersi fino alle serie assolutamente
sommabili (le quali formano una classe particolarissima di serie semmabili),
ma basta fermarsi alle serie sommabili B, caratterizzate dalla convergenza
(semplice) dei primi due integrali (4) soltanto ().

3. In questa Nota voglio dimostrave che neppure per conseguire la va-
liditd della proprietd (V) & necessario spingersi fino alle serie assolutamente
sommabili; ma che & sufficiente (ed anche necessario) fermarsi alle serie,
che chiamerd totalmente sommabili, caratberizzate dalla convergenza sem-
plice di tutti gli integrali (4).

Se si osserva che la serie di potenze associata alla serie

(8) Uy = Uiy = Uy -

(*) Nuova trattasione del metodo di Borel per la sommasione delle serie (Atti
della R. Accad. delle Scienze di Torino vol. LII, 1916-1917, pag. 67).

(%) Precisamente ho dimostrato (loc. cit., n. 11) che: se delle due serie sommabili

) doF Uity Vot vat
con somma w,v rispettivamente, una @ sommabile B', la serie
(6) Wo Wi+ wa 21, ove Wn =t Vnt| U Vpn—1 " FUnVo,

2 sommabile ed ha per somma w = ww. Che se poi ambedue le serie 5)-sono somma-
bili B', anche la (6) & sommabile B'.
Auncora: se (8 due serie (5) sono sommabili, la serie

0 + Wo -+ W + Wa +

2 sommabile ed ha per somma wv.

e NS T I = S —— = =
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—— (L.n .
) D e 2= 4" (@),

m=0

e che percid 1'integrale (4) ne & 1'integrale associato, possiamo anche dire
che una serie (1) & totalmente sommabile quando & sommabile insieme con
la serie (8), per ogni intero » > 0.

La condizione necessaria e sufficiente affinché per una Serie somma-
bile (1) sussista la proprieta (V) per ogni intero r>0, ¢ che essa sia
totalmente sommabile.

Supponiamo infatti che la (1) sia sommabile con somma s. Affinché
la (V) possa sussistere per ogni »>>0, & necessario che sia sommabile la
serie (8) che comparisce nel secondo membro, per ogni 7 >0, e percid che
la (1) sia totalmente sommabile.

Viceversa, se la (1) & totalmente sommabile con somma s, & pure som-

mabile la (8) per ogni » >0 ed ha per somma il valore o, dell’ integrale (4).
Si ha inoltre

" +00

§—0, = | e [u(x) —u? (z)]dz =

=00 z e =1
=J‘e_”’ u°+ulﬁ+'~'+u1_] (TV_L_—I)Ijldx=uo+u,+-~+u,-_;(')
o
e percid la (V) sussiste.

4. Or vogliamo provare che con 'acquisto della proprieta (V), nessuna
delle rimanenti proprietd viene perduta; sicché tutto 'algoritmo delle serie -
assolutamente sommabili sussiste per la serie totalmente sommabili. Preci-
samente :

5 TroreEMA 1. — Se una delle due serie
o+t + o -, to s == A=ty = (s - ) - Upar -

¢ totalmente sommabile, tule ¢ anche Ualtra, ¢ fra le loro somme passe
la relazione (I).

TeoreMA II. — Se una delle due serie
(10) uo+u|+uz+"' ) /f“o‘i"/f%x‘*‘/fuz‘f"" (k=f=0)

¢ totalmente sommabile, tale ¢ anche oltra, ¢ [ra le loro somme passa
la relazione (II).

(*) Si ricordi che, per z intero non negativo, &

-+ 0
(e"”x"'dx:nl
/0
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TeorEMA III. — Se le dye serie
(1]_) u0+ul+u2—’_.‘. N Uo+01+?)2+"'

sono ftotalmente sommabili ed hanno per somma

U,V rispettivamente,
anche la serie

(’/‘ﬂ‘l‘vo)—f“(“l“f‘ 7"1)""(7124'09)"-“'

¢ totalmente sommabile ed ha per somma w4 v,

TeoreMA IV. — Z, nelle stesse ipotesi, anche la serie
(12) fewo + w1 +wo 4o ove w, = upv, 41, 0,_, + -t v,

¢ totalmente sommabile ed ha per somma wy.
TeoreMA V. — Se una delle due serie

(13) oot o N Sl e B

¢ totalmente sommabile, tale ¢ anche [alira, - [ra le loro somme passa
la relagione (V).

Le dimostrazioni dei teoremi I, II, III sono ben facili.

Passando al teorema V, osserviamo che, nella seconda parte della di-
mostrazione del teorema del n. 2, & stato provato che: se la prima delle
due serie (13) ¢ totalmente sommabile, tale & anche la seconda.

Viceversa: se per un certo intero fissato 7>>0, la seconda delle (13)
e totalmente sommabile, convergera I'integrale (4) pel detto valore di » e
per tutti i maggiori, e quindi (') anche per tutti i minori, e percid anche
la prima delle (13) sard totalmente sommabile. Infine al o, 2 si & dimo-
strato che fra le somme delle due serie interceds la relazione espressa
dalla (V).

Passiamo infine al teorema IV.

Le due serie (11), essendo per ipotesi totalmente sommabili, sono anche
sommabili B'; quindi, pel teorema enunciato nella seconda nota al n. 2,
possiamo asserire che la serie (12) & sommabile (anzi e sommabhile B') e
che ha per somma u». Dunque intanto: /a serie prodotto (di Cauchy) di
due serie totalmente sommabili con somma wu . rispettivamente ¢ som-
mabile ed ha per somma uv.

Per dimostrare che la (12) & anche totalmente sommabile. basta di-
mostrare che & sommabile per ogni 7 la serie

(14) Wr == Wrer &+ Wpao - -

(') Loe. cit., n. 6, lemma II (di Hardy).

Renprcontr 1917, Vol. XXVI, 1° Sem.
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Ed infatti, poiché la prima delle (11) & totalmente sommabile, tale
sard pure (pel teorema V) la serie

(15) Uy ~+ Uiy Upio -

Poiche la (15) e la seconda delle (11) sono totalmente sommabili, pos-
siamo asserire (per quanto abbiamo rilevato pill su) che la serie-prodotto a
cui danno origine

Uy Vo = (%r 01 —F %1 Vo) = (2 Ve - iy V) = Upae Vo) =+ -

ossia
(16)  [wy — (%1 V1 Uz Vs -+ %o 0)]
+ [y — (trm Vo 2ms V3 - 00 Vi) ] - -
& sommabile. ]

Intanto, poiché la seconda delle (11) & totalmente sommabile, lali sa-
ranno pure (pei teoremi V e II successivamente applicati) le serie |

\ Ur— V1 + Up—y Vo = Up_y V3 -|— =ets ,

Up—3 V2 + Ur—s V3 + Uyp—g Vg4 —i— 350 "
(17)

uor‘v, + Uy Vy+ + Uy Vr+2 + sins

la (14), la quale percid sara sommabile.

5. 1 teoremi precedenti ci permettono di concludere che d'ora innanzi
la considerazione delle serie assolutamente sommabile ¢ inutile (almeno
per la teoria delle serie numeriche), perché in luogo di esse si possone con-
gsiderare con vantaggio le serie totalmente sommabili; in quanto che costi-
tuisecono una classe di serie pill ampia, pur godendo di tutte le proprietd
algoritmiche delle prime.

Vi ha di piu. Hardy (') ha dimostrato che vi sono serie convergenti
che sfuggono alla sommabilita assoluta, cioé che non somo assolutamente
sommabili. Invece: ogmi serie convergente con somma $ ¢ totalmente som-
mabile con wgual somma.

Infatti se una serie (1) & convergente con somma s, & anche somma-
bile con ugual somma (*); ma & pur sommabile la serie (8) per ogni » >0,
perché convergente, dunque la (1) & totalmente sommabile.

Sommando, termine a termine, le serie sommabili (16) e (17), si trova \
i
|

(1) Quarterly Journal of Mathematics, vol. 356, 1903, pag. 22.
i (*) Ibidem.
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6. Se poi ci assoggettiamo a rinunziare ad adoperare la proprieta (V),
‘ possiamo considerare con vantaggio molto maggiore le serie sommabili B’,
che costituiscono una classe amplissima, appena leggermente pil ristretta
1 di quella formata da tutte le serie sommabili. Per le serie sommabili B’
! sussistono le proprietd (I), (II), (TIT) e la (IV) cosi modificata:

(o =y 4+ w4 --.) (04 -+ v, + Vo) = 04wy + wy - w.
Il rinunziare ad adoperare la proprieta (V) non apporta che svantaggi
| trascurabili.
Per tatto cid cfr. la Nota citata.

Fisica terrestre. — Za wvelocita di propagazione del lerre-
:‘ moto ligure del 23 febbraio 1887. Nota di G. AcAMENNONE e
{ A. CavasiNo, presentata dal Socio E. MILLOSEVICH.

Fara maraviglia che dopo un trentennio si torni ancora a studiare questo

| terremoto, che ebbe allora si triste celebritd e che, avvenuto pochi anni
dopo la catastrofe di Casamicciola (1883), indusse ancor meglio il nostro

“ Governo ad incoraggiare ufficialmente gli studi sismici. A suo tempo non
mancarono numerose e pregiate pubblicazioni sul predetto terremoto, segna-

, tamente le estese monografie dei professori Issel, Mercalli e Taramelli, ma
\ in tutte venne appena sliorato il problema della velocitd di propagazione.
\ Chi se ne occupd meno fugacemente fu il compianto Tacchini, allora diret-
|
|

tore del R. Ufficio centrale di Meteorologia, il quale, nella seduta del 12
giugno 1887, presentd una breve Nota a questa stessa Accademia, e poi il
sig. Offret con due Note inserite nei Comptes Rendus dell'Accademia di
Francia. Ma i risultati cui pervennero questi due autori, furono quanto mai
discordi tra loro, in quanto che al Tacchini risultava una velocita di propa-
gazione sensibilmente costante e che si aggirava sui 2100 metri al secondo,
mentre, secondo 1'Offvet, la medesima cresceva con ia distanza in modo note-
volissimo, e precisamente da 450 a ben 2070 metri!

| Colpito da questa enorme discordanza, uno di noi (Agamennone) si pro-
| pose di approfondire la questione, ed a tale scopo comincid col raccogliere
\ numerosissimi dati orari ed a discuterli uno per uno per trarne il maggior
| vantaggio possibile. B bensi vero che in quel tempo i dati orarf erano ben
'J lungi dal raggiungere la precisione di quelli che si ottengono pei recenti
| terremoti, specialmente allora per la mancanza quasi assoluta di strumenti
I sismici; ma la quantitd poteva in parte supplive alla qualitd e si poteva
ragionevolmente sperare in una tal quale compensazione tra i numerosi dati,
ben discussi e raggruppati in varie categorie di precisione diversa. Ma, come




