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MEMORIE 1 NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Rappresentazioni normali uniformi e sistemi
di Weingarten. Nota del Socio Luier BIANCHI.

1. In una mia Nota inserita nel vol. XXV di questi Rendiconti (seduta
del 6 febbraio 1916), ho posto il concetto di rappresentagioni normali uni-
formz di due spazii qualunque S, .S, di egual numero » di dimensioni.
I'uno sull'altro; e nel caso che i due spazii abbiano curvature costanti K K¢
(differenti od eguali) ho dimostrato che esistono infinite rappresentazioni
della specie, dipendenti da 7 (z — 1) funzioni arbitrarie. Ogni tale rappre-
sentazione da luogo a due sistemi n2% ortogonali, 1'uno nello spazio S, .
'altro nelle spazio S, che diciamo i sistemi principali della rappresenta-
zione, le loro linee coordinate seguendo in ogni punto una delle 7 direzioni
principali.

La ricerca di questi notevoli sistemi »?% ortogonali, nell ipotesi che
¢ moduli principali di dilatazione w, , s, ....u, siano costanti disequali,
viene a dipendere dal sistema di equazioni a derivate parziali stabilito al
n. 5 della Nota [sistema (B)], che lega i coefficienti H; del ds®

ds® = H du} + Hidud + - - + H dut

e le corrispondenti rotazioni @ . Se si pone

1 1 1
Gl = sy By — e b G =—
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questo sistema differenziale fra le H; e le @i si scrive:

g 3Hi = bx Hx lﬁ'—h = B B ’
(1) i k) K’
( Wﬁm_ y [3)\; ﬂlh‘*‘hl__ H; Hy ().
Wi G G—¢ — &

Le (I) formano un sistema di Bourlet-Darboux completamente iniegra-
bile, e la sua soluzione generale comprende quindi z(z — 1) funzioni ar-
bitrarie.

1. integrazione effettiva del sistema (I) & un problema manifestamente
molto complicato in generale; perd dimostreremo che anche qui, come in
tante altre questioni di analisi applicata alla geometria, si possono stabilire
dei. metodi ricorrenti che, partendo da una soluzione nota, permettono di
trovarne infinite nuove coll’integrazione di equazioni differenziali ordinarie.
E spingendo piut in 12 la ricerca si potrebbe dimostrare un Zeorema di per-
mutabilita, che permette di risparmiare ogni integrazione.

2. L’'accennato metodo d’integrazione successive del sistema (I) dipende
geometricamente dalle ¢rasformazioni di Ribaucowr per inviluppi di iper-
sfere dei sistemi #?¥ ortogonali. Per le formole relative a queste trasforma-
zioni mi riporto all'altra Nota nello stesso volume dei Rendiconti (19 marze
1916), le formole ivi stabilite per lo spazio S, euclideo valendo ancora nel
caso generale con leggiere modificazioni, dovute alla curvatura dello spazio.

Abbiasi nello spazio S,, di curvatura costante K, un sistema 77! or-
togonale (=), definito dalla corrispondente forma del ds*

2) ds* = Hi du? + Hidud + -+ H2 dui2 .

I coefficienti H; e le relative rotazioni g sono legati dalle equazioni
caratteristiche :

2l Bin
0 \ \yk ﬂkl le y Du, — ﬂ(t ﬂm
7 hﬂu. Dﬂk,
( ; +Zf‘)ltﬁ)\r:—|—KH Hy=0.

Ora le trasformazioni di Ribaucour per inviluppi di ipersfere dei sistemi

nP* ortogonali (2) in altri sistemi (2') derivati corrispondono biunivoca-

mente ai sistemi di » - 1 funzioni

VisVesesVns @,

(1) Per il significato delle segnature veggasi la Nota citata.
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che divemo le funzioni trasformatrici, assoggettate a soddisfare al sistema ‘
differenziale /|
|

i g .

(4 =g N H

( ) iy Binvr s H;y;

sistema che ammette soluzioni dipendenti da % funzioni arbitrarie. Scelta |
una soluzione (y,,ys, .., 7,3 @) delle (4), dal sistema (2) supposto noto si
avia in termini finiti il sistema (2') derivato con formole che non oceorre
qui traserivere. Solo importa osservare che la relazione fra (2), (=)
volutoria, onde avremo 7 funzioni trasformatrici y, ,
saggio inverso da (2) a (
(ibi, n. 4):

e in-
72y, 7n>® pel pas-
2), e queste somo date dalle semplici formole

(5) ;1=9}’1 ) 72=Q)’2,...,;n=gyn E=_9¢’

con o fattore di proporzionalitd (funzione delle ;).

3. Cid premesso, dimostriamo che si arriva allo stesso sistema fonda-
mentale (I) proponendosi la questione seguente :

Quali sono ¢ sistemi nP" ortogonali (2) dello spazio S,, a curva-
tura costante K. che ammettono trasformazioni di Ribaucour colle fun- ‘(
giont trasformatrici yi,y., ..., yn:g legate da un'identila quadratica ié |

(6) c,y§’+cg)'§—+—--»+c,,yf,—}—K’qﬁ:cost..

dove ¢, ,¢o. ..., cn, K' s0n0 costanti, le prime n inolire differenti da zero |
e [ra loro?

Avvertiamo che qui ed in seguito escluderemo sempre i casi, di pin
ovvia trattazione, noi quali si annulli qualche rotazione Bix- Ora dalla (6),
derivata rapporto ad una qualunque #;, abbiamo

! i &) , r

| )’i‘cs—y—{-\hﬂnn-}-K Hi<}>:=0,
‘ (w4

ed essendo y;== 0, ne dedurremo le

|

:i )

1-1 (#) ”f%+chﬂxf>'x+K'Hf9’=°

i T N

il

(i=l.2,....n).

Aggregando queste » equazioni alle (4), dobbiamo esaminare le rela-
tive condizioni d’integrabilitd

e

R) D & )
LAY, R O + K'— (Hip) =0,
¢ o (Bix vv) 4+ Yin 5 A P YA Duk( P)
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che possiamo scrivere
(i, k)

.B-h)’)+01 ﬁmyk)_}_;u‘—C)‘F}X'YX—I-KBT(H@)_O

Eseguendo le derivazioni colle (4),(3) e raccogliendo i termini che:

contengono yx, otteniamo:

@ nfe2 oL R o gt KB+ 2 =0,

avendo posto

D (@ k) I
@ — ¢; Bix Bri vi =+ Bri C Eyf 48 D> apun+ K pile,
k A

ed anche

L N CH.o!
Q=ﬂkizck3uk 4+ D apfun+KHgp(.
x

Ora per la (4) ¢ =0, indi la (7) resta

o2 o, ’ﬂ’w ch.m-}—h B, B, =08

e questa, combinata colla (3) della seconda linea, ci da

K
—ccl_—KH(Hhv

: ) g
200 _ (Y) O e ==

U; Ci — Ck

che & precisamente 1'equazione della seconda linea nel sistema (I). Adunque:
se le funzioni trasformatrici 7,, 72, .., ¥n, ® sono legate dall’identitd qua-
dratica (6), il sistema #? ortogonale (Z) appartiene necessariamente alla
classe caratterizzata dal sistema differenziale (I).

4. Viceversa, se il sistema (2) appartiene a questa classe, aggregando
e (4') alle (4), si ha il sistema di equazioni lineari ai differenziali totali
per le funzioni incognite y,,7s, ..., ¥n,®:

i R) & e !
\Su-—ﬂnn : )—y‘——y 'ﬁ’u/A—KH‘gp
Ui i
2P
, Wi =i g

Ora il caleolo stesso sopra eseguito dimostra che, a causa delle (I),
questo & un sistema completamente integrabile, ed ammette 1'integrale qua-
dratico (6). La sua soluzione generale contiene quindi % - 1 costanti arbi-
trarie per le quali possiamo assumere i valori iniziali y{®, ¢ delle fun-
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zioni trasformatrici per un sistema iniziale #® di valori delle variabili ‘
indipendenti.

Ora di pil scegliamo i valori iniziali ¥, ¢ per modo che si annuili
nella (6) la costante del secondo membro, indi si abbia (1)

(Ir*) arvitern+ - Feri+Ko*=0.

(71,725,703 @) di Ribaucour, & facile vedere che il sistema derivato (="

apparterra alla medesima classe. Ed infatti le funzioni trasformatrici

71, Y2, -1 ¥n3 @ mel passaggio inverso da (2') a (2) soddisferanno ancora,
| per le (5), alla relazione quadratica (IT*) che caratterizza, come si & visto,
| i sistemi 7" ortogonali (=) corrispondenti alle formole (I). Concludiamo
quindi : i

| Note una rappresentazione normale uniforme di umo spazio S, «
curvatura costante K sopra un altro spazio S, di curvatura costante (ne- ‘ {
gativa) K', se ne ottengono infinite nuove inlegrando il sistema lineare i

i differenzgialt totali (I1), colla condizione (I1*) ai limiti. | A
5. Nei risultati ottenuti & essenziale 1 ipotesi che i moduli di dilata- il
zione siano tutti diversi e resta a vedersi quali modificazioni vi si introdu- !
cono per l'eguaglianza di due o piu dei moduli. i
Limitiamo qui la ricerca al caso » =3 degli spazii a tre dimensioni,
sempre escludendo i casi di piu facile trattazione in cui si annulli qualche
Bix» ché allora nel sistema triplo una famiglia & composta di superficie pa- ﬂ
rallele e le altre due di sviluppabili. Siano |

Applicando allora al sistema (2) la corrispondente trasformazione l

S B 2~ X

( ds®* = H; du} + HEdui + H3 dus ‘ ,’
( ds* = a*H} dut 4 o® H: duz -+ ¢* B} dud s‘
i

i due elementi lineari di Sg,Si. le costanti a®,¢® essendo supposte natu-

i

il
ralmente diseguali. “
Indicando con accenti le quantitd relative al secondo spazio. si ha it

e conseguentemente

’

H =aH, . HH=aH, , H,=¢H; . "?‘

il
e ; il @ B3 LA ) '
Bie="F, Ba=Fun;fis= 7(1_ Brs s fos = ‘a‘ﬁzs ; Ba= %P)n y Bre= —Z’ Bss - 5

uniforme di 8, sopra §',. le costanti ¢; sono per le (1) tutte positive, e per cid deve i

(s
|
[ ]
(*) Si avvertird che se il sistema (2) corrisponde ad una rappresentazione normale 5
essere K’ <C0, ossia lo spazio S, deve essere pseudosferico. i
I
|
I
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Se scriviamo 1'equazione della terza linea in (3) per lo spazio S,

)_ﬁ’i+bﬁz|_l_ﬂalp>sz+KH,Hg=0.

Uy s
- . ' 7
insieme all'analoga per Ss

2&+3@+§p31533+K'a*H,H2=0,

Uy Uz
sottraendo abbiamo

a® o
(T—l\) ﬁsxP’s?—:(K—ha)H\H?a
(4

indi »
P’sxﬁss_Cz(K—'h a®)
.. & ¢

Ora il primo membro rappresenta appunto la curvatura totale 7ela-
tiva k, delle superficie ;= cost., cioe il prodotto delle due curvature

principali

—
=S
]
—
=)
w
©

e la formola ottenuta si serive

et (K —K'a?)
(®) T

La famiglia »; = cost. nel sistema triplo ortogonale e formata dunque
di superficie colla medesima curvatura costante, ciog:

In qualunque rappresentazione normale uniforme di due spazii o
ire dimensioni ed a curvatura costanle, Vuno sull’altro, quando due deg
moduli di dilatazione sono equali, il sistema triplo ortogonale principale
é un sistema di Weingarten.

Si vede cosi core si presentano spontaneamente i sistemi di Weingarten
in questi problemi geometrici di rappresentazione. Dalle mie antiche ricerhe
su questi sistemi (') & facile d'altronde dedurre inversamente che: Ogni si-
stema di Weingarten 4n uno $pagio a curvalura costante ¢ il sislema
principale in una roppresentazione normale uniforme di questo spazio
sopro un altro spasio di curvatura costante.

6. Siamo ricondotti ancora ai sistemi di Weingarten trattando la que-
stione seguente, corrispondente a quella del n. 3, ove si suppongono eguali
due delle costanti ¢;:

(*) Annali di matematica; tomo XIII della serie 2* (1885) e Memorie dei Lincei,
vol. IV, serie 4> (1887).

|
i
|
|
|
|
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tura costante K, che ammettono trasformazions di Ribaucour, colle fun-

siont trasformalrici y,,ys,ys, g legate da un “identite, quadratica della '
forma

(9) . n+r:+ ai+ bg* =0,
con a,b costanti ?

Questa, derivata rapporto ad U, Us , Uz, 08servando le (4), da

&
|2

Quali somo i Sislemi tripli ortogonali dello spazio S;, di curva- \

R ]
V1+ﬂ21y2+aﬁslya+bﬂl¢—o |
(10) +/7122’1+”ﬂ32)’+]/H =0

+ﬁ|3}’1+ Bes Vo —f—/JHng:O il

Paragonando la prima di queste coll'altra % = 1272, D€ deduciamo
Uo

(ﬂw ye) + (ﬂn }'2)4‘0 (15’31 )’a)-l-bv (Hy9) =0, )
dtg i
| i
: che sviluppata colla precedente diventa '
| !
| R 2 ,-
#"”" ﬂgl‘*‘"lgmﬂse‘f—bH H.=0. }
| AUy dUs i
| il
; . D’altra parte abbiamo anche . ‘ i
| il
; e 2 i |
i Du1+3u T A b+ KH H, =0, “
] indi sottraendo l,
(@—1) s, fs: = (K —5) H, H, . !'(i‘
Ora, escludendo che si abbia @ =1, 4 =K, caso che per le trasfor- i
mazioni di Ribaucour & privo di significato, ne deduciamo l:l
o B B K—b Bl
(11) = 0 H, —a_l—cost., z‘,’
‘!

|
i
e quindi: 7 sistemi I(riple ortogonals cercati debbono essere sistemi di l“y
Weingarten. il
E inversamente si pud dimostrare che per ogni sistema di Weingarten

esistono trasformazioni di Ribaucour le cui funzioni trasformatrici sono le-

i
gate da un’identith quadratica (9), wra delle due costanti a,b restando {l
arbitraria, e Uallra deswmendosi dalla (11). ;
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in aggiunta di scegliere 1 valori iniziali (arbitrarii)
modo che s'annulli la costante del secondo membro
le (5), anche le funzioni trasformatrici Yay Vs Va3 P
soddisfano alla stessa condizione

i ey 09 =0,

(ripli ortogonali derivati Sono ancora Sistemi di

Supponiamo ora
di yi,72,7559 Dper
nella (9). Allora, per
pel passaggio inverso

e per cid: [ sistemi
Weingarten colla slessa curvatura costunte.

7. Da ultimo vogliamo esaminare il caso particolare dei sistemi di
Weingarten in uno spazio pseudosferico, la cui curvatura K si assumerd
— 1, supponendo che la curvatura (velativa) %, delle us = cost. sia co-

stante positiva e < 1, onde porremo

Ke——— il e —sent g,

con ¢ angolo reale (). Secondo le formole stabilite nella mia Memoria
sopra citata del 1887, il ds* dello spazio avra la forma

1 20\*
ds® = cosh? 6 du} - senh® 6 dus + e (D—us\) dug ,

la funzione 6 = O (u, , us , us) essendo assoggettata a soddisfare al seguente

sistema differenziale :

[ 2% | 2 - \
! -+ -~ cos?c senh 6 cosh 6
d 1 %6 il %6 6 20
= N = ——= —_— 2 ! S
iy (cosh 0 du, T‘u3) senh 6 dus dus Uz St cos Aot Vs
(A) N 1 )20;\,_ 1 36 6
| due (cosh 0 duy s " senh 6 dus s Wy
24 2’ 0_) il %6 20
R (senh 0 2us dus)  COSh O duy Vs Ve
P) 1 %6 ) 1 D20 R0 20
-~ )\=—————— — | cos*osenhd — .
Uy (Senh 0 Sus s cosh 6 du, dus A, jr/CoRAeREnl s

La soluzione generale di questo sistema contiene guaffro funzioni arbi-
trarie, il che corrisponde geometricamente al fatto che per definire un tale
sistema triplo ortogonale si pud dare ad arbitrio: 1° una delle superficie

(1) Si osservi che la formola (8) diventa

K — ( cos’c | sen‘o
a.’

c? i

e perd anche il secondo spazio S, & pseudosferico.
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#s = cost. (a curvatura ko = sen?®q)

5 2° una delle curye coordinate (u,).
Notiamo poi che il sistema (A)

ammette 1'integrale primo quadratico:

1 %6 )2 1 226 2 20 \*®
D e () e ) (2 -
(B) cosh?6 (Du. R £ senh®6 \ du, Yu, 08 6( bug) = cost.

Nel caso attuale la relazione (11)

da porsi fra le costanti @) @l 7
diventa

b+ cos?a - ¢ sen? g —

e viceversa dando qui ad ¢ un qualunque valore (div
sistema ai differenziali totali per y, ,
dalle (10) & completamente
che sia

erso perd da 0, 1) il
72733 @ formato dalle generali (4) e
integrabile. Scelti i valori 1niziali per modo

ritrvitar4igr=o,

il sistema (3') derivato per trasformazione di Ribaucour sara un nuovo si-
stema di Weingarten colla stessa curvatura costante (n. 6).

8. Se si suppone nulla la costante del secondo
zione (B), si ha una classe particolare molto notey
Weingarten, pei quali

membro nella rela-
ole di questi sistemi dj

2 | ao

P)I:t‘ Prs 3

T s — C08°0
H;

1 1 .
ossia — = cos o, essendo — la flessione delle
O3 03

tratta qui adunque dei sistemi di Weingarten a flessione costante.
In tal caso il sistema differenziale (A) si semplifica coll introduzione
di una funzione ausiliaria e si scrive (cfr. Mem. eit.)

curve coordinate (u3); si

NG o %6 48
) — — ¢os o senh 6 cosw vy = = =00506cosh@ cosw —
Ay e Uy dug PUA
(©) " 0
2 Rl
ol S S c0s0 cosh 6 senw , ——— — ¢oso senhd sen @
s Uy s YUy sy

Le trasformazioni di Ribaucour che abbiamo sopra considerato cangiano

questi sistemi a flessione costante in altri della stessa specie.
Ora, mediante la rappresentazione conforme di Poincaré dello Spazio
pseudosferico (KX = — 1) sul semispazio s> 0 euclideo, definita dalla forma

. la® - dy® - ds®
st =———7———

s

; 1 .
pel ds®, trasportiamo i sistemi () a flessione costante 9—3 = cos ¢ nello

Renbrcontr. 1917, Vol. XXVI, 1° Sem. 59
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gpazio euclideo. Le curve immagini coordinate (#3) avranno la proprieta che
i loro circoli osculatori taglieranno il piano limite =0 sotto I'angolo
fisso o, e le superficie immagini u; = cost. saranno altrettanti integrali
dell'equazione del 2° ordine (cfr. ZLezioni di geometria differensiale, vol. I,
§ 222, formola (54):

. rt—g () r—2pgs+ (1 +pY)¢
B e 7"+ .
! =sen®* o .

e

Lo pi ol

9. Suppongasi inversamente di avere, nell’ordinario spazio euclideo, un

sistema triplo ortogonale (u; ,u. ,u;) tale che i circoli osculatori delle curve
w .

coordinate (us;) taglino sotto 1'angolo costante o (U<o’<?) un piano

fisso, sia 2= 0. In metrica iperbolica, questi sono circoli non euclidei a
centro ideale o di curvatura geodetica cos o, onde le curve (#3) hanno in
questa metrica la flessione costante

1
— =080 .
03

Ora sussiste in generale il teorema:
Se in un sistema triplo ortogonale (u, ,u. ,us) dello spagio S, a
: 1
curvatura costante X, le curve (us) hanno la [flessione costante — = ¢,
03
il sistema e di Weingarten, e la curvalura relativa k, della superficie
us = cost. ¢ data dalla formola

(12) ko =— (K +¢?).
Per ipotesi si ha
s+ f%=c* Hi,

e derivando rapporto ad %, ,u,, osservando le formole

B Ay
}Ttl::ﬂ” Bos ’)ﬂf:ﬂu fra
ofteniamo le altre
)
5 ‘;:7?2 c*H, Hy — B, Bis
8.
/ M=02H2H3—P‘wﬁn-

QW
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Paragonando colle precedenti, costruiamo la condizione d’integrabilita i
B 2 R nd
S (Br2 Bes) + = (B2 B23) (4 = (H H;)) =0,
che sviluppata da
(R oA {
ﬂ!ﬂ‘ 2y + e c H] HQ —l—
+ Bre Ba: Brs + Bar (P H, Hy — 812 815) — ¢* B H. H, = 0. |
I termini che non contengono B,; si elidono, e poiché f,; == 0 resta |
bﬂl2 3591 T el 4
e -+ oL cH,H, =03
d'altronde
r) R
e | Wl 1 g oy K H Hy = 0

Dul Duz g

BaBn—+ (K4 c*)HiH, =0,

che & precisamente la (12).
Se in questo risultato generale facciamo

e paragonando

K=—1 , c=cosa,

abbiamo %, — sen®a, e percid il sistema (u;, %, .us) dello spazio iperbolico
¢ un gistema di Weingarten della classe considerata al n. 7, colla flessione

|
costante L =08 0. Il
g3 |
Concludiamo quindi: Z£Sistono #nfinite famiglie di Lamé le cui ira- 'r L
Jettorie ortogonali hanno circoli osculatori che tagliano sotto un angolo it
costante & unm piamo fisso. La loro ricerca dipende dal sistema (C) di L
equagioni a derivate parziali, la cui solugione generale contiene ire fun-
gioni arbitrarie. . “
Si osservi che le superficie us = cost. di queste famiglie di Lamé sono i
tutte integrali dell'equazione del 2° ordine (D), del tipo di Monge-Ampére. I§

E le superficie delle altre due famiglie u, = cost., #, = cost., che con la 11!
prima completano il sistema triplo ortogonale, hanno la proprietd che i cir-

i

coli osculatori delle linee di curvatura di un sistema tagliano sotto 1'angolo : f

costante o il piano s =0. Come superficie isolate queste ultime furono stu- L‘h‘

diate direttamente dal Razzaboni (1), con riferimento alle mie antiche ricerche l\‘ i

sopra citate, ma nel caso opposto a quello sopra considerato, e cioé quando ’ l

i circoli osculatori non tagliano realraente il piano fisso (o puramente im- ’.' ‘
maginario). !
t

(') Memorie della R. Accademia di Bologua, serie VII, tomo I (1913).




