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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Sulla teoria delle omografie iperspaziali.
Nota del Corrispondente F. ENRIQUES.

E noto che la teoria delle omografie in un S, dipende dal sistema
delle equazioni che danno i punii uniti, equazioni ove entra fra le inco-
gnite — accanto alle coordinate di codesti punti — anche un fattore di
proporzionalita, o:

\ @ To = Aoy Ty 4 Uy T, + - - - 4 @y
(1) e, = 10 '~;+‘~.;~’ + '+"1., T
/ OTn = Ano g + Uy &), 4 - - - nn -

La via classica per lo studio di queste equazioni procede da Weierstrass,
@ vi si muovono i lavori di Segre e Predella, la trattazione colle operazioni
distributive di Pincherle ecc. Essa consiste nell'eliminare le 2;. formando
dunque la resultante caratteristiea
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alle 7 1 radici, in generale semplici e distinte della .D(p) =0, rispon-
dono 7 -~ 1 punti uniti dell'omografia. Ma le varie circostanze particolari
delle omogratie tengono, non solo alla molteplicitd delle radici di D(p)==0,
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benst anche al grado d'indeterminazione corrispondente del sistema (1),
sicchd si & condotti a classificare le omografie in base alle moltiplicita che

le radici di D(¢) = 0 hanno per le equazioni ottenute annullando i minori
del determinante D(e) -

Nelle mie lezioni di quest’anno, mi & 0ccorso di svolgere la teoria
delle omografie secondo un punto di vista che si allontana dalla teoria
clagsica cosi disegnata, e di cui i peculiari caratteri si riassumono:
1°) nella pObblblll[.l di una semplice trattazione sintetica, parallela

allo sviluppo analitico;

2°) e nella definizione precisa degli spazi di punti uniti infinitamente
vieini. nel senso che questa locuzione riceve dalla teoria delle singolarita
(delle curve, superficie ecc.)-

11 nuovo ordinamento della teoria delle omografie, senza avere la pre-
tesa di surrogare l'ordinamento classico, pud dungue almeno completarlo;
in ogni caso esso mi par degno di ritenere, per un momento, 1'attenzione
della nostra illusire Accademia. Il cenno che ne dard in questa Nota sara
brevissimo: lascera da parte tutti gli sviluppi, rimettendo cid ad un’espo-
sizione piu diffusa che troverd luogo nel secondo volume delle mie ZLeszons
sulla teoria geometrica delle equaziont, redatto in collaborazione col dot-
tore Chisini.

I, idea direttiva della teoria che qui si disegna consiste in questo: in
luogo di eliminare le z; dalle (1), si pud eliminare il fattore di proporzio-
nalith o, e allora si ottengono le equazioni dei punti uniti sotto la forma:

[ (@oo %o - Gor @ = -+ - = Gon Tn) 1 =
— (@oZo F+ 21+ - - - + a1n@0) 20
(2)
(@00 To ++ Gor &1~ = -+ 1= Gon Tn) Tn =
= (@noZo+ @ Z1 + - - - + GunZn) 2o -

Le (2) rappresentano 7 quadriche Q2_, di S,, passanti per lo S,_, di
equazioni: z, = 0, GooZo -+ Go1 %1 - + aonzn = 0. La determinazione

dei punti uniti d’ un’omografia di S, si ottiene cosi generalizzando una nota
costruzione dei punti uniti delle omografie piane. Infatti si assumano in un
iperpiano, 7z, di S,, % Sp—2: @ @2... @y, € 8l considerino gli S,_, omologhi:
o o ... ez, nell' iperpiano 7/ che corrisponde a 7r: i fasei d'iperpiani pro-
iettivi e; e a), generano n quadriche Q7 y, passanti per I'intersezione di
7% e 7', e secantisi ulteriormente nei punti uniti della data omografia.

La discussione del sistema di equazioni (2), si compie facilmente in
base ad una proprietd fondamentale che spetta alle varieta (di 1,2, ..
dimensioni) indersezioni di quadriche Q1 pussanti per un S,y , f: codeste
varieta segano sempre secondo spazi lineari gli S.—., y . incidenti a g, che
appartengono ad una qualsiasi delle mnostre QF_, (giova ricordare che una
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Qn—1 contenente un S, , & un cono proiettante da un S,_, una superficie
di 2° ordine, e quindi contenente due sistemi di S,_,).

Risulta dall'anzidetta proprietd fondamentale, anzitutto (con ragiona-
mento induttivo da » a n--1) che i punti uniti, intersezioni delle qua-
driche (2) fuori di £, sono in generale » -~ 1; in secondo luogo che, se vi
gono varietd continue di punti uniti, queste sono lineari.

Ora, se la nostra omografia possiede un S; di punti uniti, le varietd Vj,
intersezioni di » — & —1 fra le nostre Q3 ,, conterranno S, come parte;
le residue Vj §'incontreranno generalmente in #— A punti fuori dello Sy.
In ogni caso codeste V), soddisferanno ancora alla proprietad fondamentale
delle V3, e, in conseguenza di cid. avranno a comune sempre varietd lineari;
questa conclusione si estende al caso in cuni le dette V' abbiano comune
una varietd entro lo S,: si definird cosi un S, di punti uniti doppi ecc.

Questo rapido cenno & sufficiente a fare comprendere la definizione ge-
nerale degli spazi di punti uniti multipli, di cui si riconosce tosto 1'accordo
colla definizione di Predella.

Ma vorrei rilevare la precisione che si ottiene nel concetto degli spasi
di punti uniti infinitamente vicini. Qui tale locuzione s’ introduce nel senso

proprio che le spetta secondo la teoria generale delle singolaritd: infatti
Uesistensa di spasi di punti uniti dell’omografia corrisponde a quella di
spasi di contatto o d’osculasione per le gquadriche (2) e quindi per le
varietd, V, intersezioni di essg, che sono generate da spazi lineari.
Emerge in pari tempo come nella teoria delle omografie si presenti
, che risponde

soltanto il caso di spazi (di punti uniti) infinitamente vic
al punti infinitamente vicini su rami lineari, di guisaché ci si riduce

infine a caratterizzare le omografie di un S,, aventi » 4 1 punti infinita-
mente vicini sopra un ramo lineare; le quali posseggono, come invarianti,
delle curve razionali normali di S, (}).

Pud apparire a prima vista strano che non si possano avere omografie
con punti uniti infinitamente vieini, all’infuori del casi in cul questi punti
si lasciano definire mediante rami lineari. Ma la ragione di cid apparisce
chiara gid dall'esame delle omografie piane: se si fanno avvicinare due
punti uniti B e C ad un punto unito A, in direzioni diverse, I'omografia
si riduce ad un'omologia speciale di centro A, il cul asse passa per A;
altrettanto avviene se si fanno avvicinare ad A 1 due punti uniti B e C,

movendosi sopra un ramo di second'ordine.

(Y) Gia parecchi anni or sono, il sig. Fano ed io avemmo occasione di scambiarei

vamo indipendentemente osservata, e che pud

verbalmente questa proposizione, che ave
servire di fondamento e d'illustrazione alla riduzione dell'omografia a forma canonica.
Una verifica analitica diretta della proposizione anzidetta, fu data dalla sig.™ Maria So-
stegni nella sua tesi di laurea presentata all'Universitdh di Bologna nel 1914 (e non

pubblicata).
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