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Matematica. — I moti relatit nel caleolo assoluto. Nota di
¢. BuraLi-Forti, presentata dal Corrispondente R. MARCOLONGO.

Si & pil volte accennato (1) alla possibilitd ed opportunita di non far
uso in meccanica di moti relativi [efr. a)-7)] che richiedono sempré ele-
ment1 estranei alla questione che si studia; ad es. negli ingranaggi [efr. ¢)]
portano alla considerazione di moti inesistenti. Due questioni non erano an-
cora state trattate esplicitamente ed intendo svilupparle in questa Nota.
Una si riferisce alla pseudo-derivata rispetto ad assi mobili, concetto e no-
tazione assai infelice; l'altra al luogo fisso e mobile degli assi di istantanea

rotazione nel moto di un corpo rigido.
FORMA ASSOLUTA DEL MOTO RELATIVO.

In uno spazio geometrico S, fisso ed illimitato, tutti i punti sono ani-
mati da un moto », ciod ogni punto di § & in ogni tempo ¢ posizione di
punti in moto nello spazio stesso. In certi casi & opportuno considerare un
osservatore del moto », non fisso in S ma animato da un moto di corpo

rigido w = (5' X /,) ove O e punto fisso, O, punto e 4 isomeria vettoriale

ad invariante terzo positivo [cfr. ¢)] funzioni di #. Il moto u pud essere,
0 pur no, indipendente da ». L'osservatore, in tali condizioni, vede in moto
qualsiasi punto P fisso di § (moto relativo) e unel tempo ¢ lo vede nella
posizione wP. Cosi & stabilito il moto relativo all'osservatore senza bisogno
di assi fissi e mobili. Tanto per dare un esempio si pud stabilire quand'e
che «il moto » si dice sfazionario rispetto al moto p dell’osservatore ».
Nol tempo /, passano per P e uP due punti che nel moto » hanno le ve-
locitd v, V,; si dice che v e stazionario rispetto a w, quando essendo a
vettore arbitrario, si ha vXa=v, X 1a, cioe vXa=KAiv, Xa, ehe
per l'arbitrarietd di a dd v=KAaiv,, cioé¢ v, =4V ; e questa ¢, sotto la
gua forma pid semplice, la condizione di stazionarieta.

(*) Citeremo i lavori seguenti.

C. Burali-Forti et R. Marcolongo: 2) Eléments de caleul vectoriel (Hermann, Paris). —
b) Analyse vectorielle générale (Mattei, Pavia).
Q. Burali-Forti: ¢) Ingranaggi pioni (Atti Acc. Torino, vol. 37). — d) Sul moto di un

corpo rigido (id., vol. 88). — e) Sul moto composto (id., vol. 47). — f) Sulle de-
rivate delle isomerie vettoriali (Rend. Lincei, vol. XXV. serie 5*; nella formula 1]
a pag. 712 dopo il simbolo A manca 4; si deve scrivere 4= % /\4). q7) }n!;-
merie vettoriali e moti geometrici (Mem. Acc. Torino, s.II, vol. 65). i[)‘ Corso
di Geometria analitico-proiettiva (G. B. Petrini, Torino). .
A. Pe;‘s‘a;ﬂg{glofm alcune propraetd del moto Ji un corpo rigido (Rendic. Palermo,
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B noto [efr. @), /). y)] che il moto p determina il vettore O fun-
zione di ¢ che da la rotazione istantanea e tale anche che [efr. /)]

U= N AdE e dKL = —(KAQ)NKAdt.
Cid posto, ed essendo w un qualsiasi vettore funzione di ¢, si ha

du . d(Kin)
1 == — 1 QO
( ) T oy =« u.

Infatti per le formule ora citate, ¢ ricordando che
RA=.A , (4a) A (.b)=~4(a/\b) . (4a) X (Zb)=a Xb,
si ha
d(Kiu)=(dKA)u+Kidu=— KiQ)ANKiudt+Kidu=
—Ki]—Q/ A\udt4dut.

dalla quale operando con 7 nei due membri (A.Ki=1) e dividendo per
d¢ si ha la (1).
Se P & un punto funzione di ¢, dalla identita P= 0,4 (P— 0,) e
dalla (1) si ha subito
dp__do, HEA(P— 0)}

5) — == I ——
(2) dt dt 2ok dt

-+ O T2 =114 ) b

Il primo termine del secondo membro della (1) & il vettore che di so-
lito si chiama « derivata di u rispetto agl assi mobili = e si indica con
la notazione d/dt ., cioe si pone

{(Kiu)
Peg 2008

(@) t at

o siccome il secondo membro no# & una derivata, tanto basta per non ac-
cettare denmominazione e notazione usuale. L'origine cartesiana di tale deno-
minazione e notazione & questa. Bssendo 1,j .k la solita terna ortogonale
parallela agli assi fissi, oli assi mobili collegati con l'osservatore sono pa-
ralleli ai vettori 4i,4j, 4K ; posto u= x A+ yAj + sk . il vettore (a) &

L TR BT ) ¥
al at at
che facilmente si pone sotto la forma del secondo membro della (@). Risulta
ancora una volta [cfr. @), vol. T e II] come le coordinate cartesiane pos-
sano dare facilmente origine a degli pseudo-enti e pseudo-operatori.
(tiova osservare, sebbene cid abbia relazione soltanto indiretta con i
moti relativi ordinari, che se u e A sono funzioni, non di ¢, ma di un

g R e 5 q - - — S
= i e iy ————y “
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punto P variabile in un campo (continuo, ecc.) a tre dimensioni, si ha una
formula analoga alla (1),

(K4
3) ﬂl___kz( u)

& _an
AP AP SR

ove w & I'omografia funzione di P [cfr. /) per la quale si ha dA = (udP) N\ 4.
Si ha infatti [efr. /). pag. 714]

d(Kiu) -, du . -
" I x=Ki—x— (K1.ux)\K2Z
P x = K1 </P\ (KA . ux) /A u
ikt fligupl %L Bw)
= K4 '——{“)x—{—u \('“"“\‘

MoTo DI GCORPO RIGIDO.

Si consideri un corpo rigido in moto e sia P, funzione di ¢. il suo
punto generico nel tempo ¢, posizione del punto P, del corpo all’ inizio del
moto, cioé nel tempo f,. Indicheremo con gli apici le derivate rispetto a ¢

Il moto del corpo rigido & individuato da una formazione geometrica
di seconda specie [cfr. h), 4). /)]

(1) s=¢.0u-+mln

ove ¢, m sono numeri reali, 0 é un punto, W un vettore unitario, funzioni
tutti di ¢, senza che la linea descritta da O sia necessariamente una tra-
iettoria di un punto del corpo rigido, come pure U non sia necessariamente
invariabilmente  collegato col corpo rigido. La retta Ou & l'asse istantaneo
di Mozzi nel tempo ¢. ¢df,md/ danno le grandezze della rotazione e trasla-
zione istantanea mnel tempo /.

La velocita P’ nel tempo ¢ & data da [cfr. ¢), 7)]

(2) P = |(Ps.-w)=9u/(P— 0)+mu (*)
dalla quale si ricava la formula usuale
(3) Pr—Q =gu/\(P— Q)

nella quale non comparisce la traslazione 7.
Si pud partire dalla (3) per stabilire il moto del corpo rigido [cfr. a), /)]
e allora m & dato da P’ X u che & indipendente dallo speciale punto P

(*) Si noti che un punto P del corpo rigido pud stare, in ogni tempo ¢, nell’asse
di Mozzi, la retta Ou, solamente quando P—= O+ zu e quindi P'=mu. La rigata
descritta da Ou & quindi sviluppabile ¢ P ne deve descrivere lo spigolo di regresso. K
importante tener conto che il punto O funzione di ¢ (generico sulla retta On) non descrive
in generale una traiettoria di un punto del corpo.




— 635 —
del corpo, e un punto dell'asse di Mozzi & P-4 1/9p u/A P' proiezione or-
togonale di P sull'asse e per il quale passa, nel tempe 7, un punto del
corpo rigido con la velocitd mu [efr. a)].
Beiste la isomeria vettoriale, un Rotor [cfr. g)], 2 tale che per P, Q@
punti arbitrari del corpo rigido

(4) P—(,J:].(Po_/lo’

e per tale isomeria si ha fictraur )i
(5) V=gulAld , KV =—¢(Kin) ANKA.

La retta Ou descrive, col variare di ¢, una ricata 2 luogo immobile
degli assi di istantanea rotazione. 11 punto H e il vettore unitario v, fun-
zioni di Z, e di 7, invariabilmente collegati col corpo rigido, siano tali che
nel tempo ¢ divengano rispettivamente O, u, cioé si abbia

P—O0=AP,—H) , u=2ay,
oyvero, il che equivale.
(6) H— P,— KA(P—0) , v=Kiu.
La retta Hv descrive, col variare di ¢, una rigata 2, che & il luogo

mobile degli assi di iStantanea rotasione. Durante il moto le generatrici
Hv di 3, vengono a disporsi nelle corrispondenti generatrici Ou di 2 e A

o
si dispone in O.
Per le derivate, rispetto a ¢, di H e Vv si ha

(7) A =KA(0'—mu) , Vv=Kiu
e in conseguenza
8) A(H AV)=0ANu , AV Av)=uAu.
Cid si dimostra facilmente. Derivando la prima delle (6) e tenendo

conto delle (5) si ha

H'—— KX (P— 0)— Ki(P'— 0)=Ki{guA(P— 0)— P'+ 0 }
che per la (2) da la prima delle (7). Derivando la seconda delle (6) si ha

v=Klu+Kin=—¢(Kin) \Kiu-+4Kaiu'
che da la seconda delle (7). Dalle (7) si ha, per la seconda (6),

H' A v=EK2i}(0 —mu) \ua}{ , VAv=EKi(u'Anu)

od operando con 4 nei due membri si hanno le (8) (%)

(1) Si tenga presenta che: 2. KA=Ka.2=1, RA=2. () Ab=Ri(a A\ b)=
2@ AD, (Aa) X (Ab) =a X b.

e ——— S o .
- - o

T ———

i —— e T
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Da queste formule semplicissime derivano le proprietd del rotolamento
di 3, in = che da il moto del corpo rigido come ora esponiamo.

Nei punti #, 0 di 3,,3, i piani tangenti sono normali [efr. £)] ai
vettori #’Av, O' Au e gli elementi di area in tali punti hanno per rap-
porto il rapporto dei moduli dei due vettori. Osservando che per a costante
arbitraria il punto Z—-av va in O --au e che la prima delle (8) vale
gostituendo ad H ed O questi punti, dalla prima delle (8) risulta subito,
come & noto, che: durante il moto la =, ha moto di sviluppo in =2, cios
in qualunque posizione i piani tangenti a =, nei punti di XV vengono a
ey coincidere coi piani tangenti a = nei punti corrispondenti di Ou e gli ele-

;. |
rr ’ Hi menti corrispondenti di aree sono eguali.
L | :i [ punti della linea A vengono, durante il moto, nei punti della linea 0,
‘j.)' “‘vfl ma essendo 47— O' — mu la tangente in A si dispone nella tangente
,4, -j in 0 solamente quando 70" Au==0, cioé 7 = 0, oppure, essendo O == 0, )
j‘l,r ¥ O & parallelo ad u nel qual caso = & una sviluppabile (mon cono) aventi
ke | la linea O come spigolo di regresso. Gli archi delle due linee nom sono, in
?")’J"; : generale, eguali, perché dalla prima delle (7) si ha
i H:=0*+m—2m0 Xu

che di archi eguali solo per m =0 ovvero m =2 0' X u.
Ricordando che m X u'=0, perché mw & unitario, si ha dalle (7)

H XV =(0—mu)Xu=0Xu;

e poiche 0" X u'=0 esprime [cfr. #)] che O descrive la /linea di strin-

gtmento di = si ha: la linea (#) di stringimento di =, viene a collocarsi,
punto a punio, nella linea di stringimento di 2.

Nello stesso modo si ha

HOAV /NN — 10X u /N s BN =10/t

e poiche 0' Xu/Au=0 dice che = & sviluppabilee 0'/Au=0 che O de-
scrive lo spigolo di regresso di 2, risulta subito che: 3, e 3 sono svilup-
pabili insieme e lo spigolo di regresso di =, viene a collocarsi, punto a
punto, nello spigolo di regresso di = (*).

! : (*) Comunque sia scelto O, il punto £ di Ou che descrive la linea di stringimento
’, I o lo spigolo di regresso di 2 ¢ dato da [efr. A)]
1

R=0—-{(0'Xu)/(a Au)’}u;

il corrispondente punto in Av & dunque, per le formule note,

N

H— (0" X )/ Au)?}v.




- e i = s

— 637 —

Se 2 & un corno si pud supporre () suo vertice, cioe ' = 0. Si ha
allora dalla prima delle (7) #'= —mv e quindi 3, & sviluppabile essen-
done A lo spigolo di regresso; in particolare un cono di vertice A (coinci-
dente con O perché cid avviene nel tempo 7£,) solamente quando 7 = 0.

Se 2 ¢ un cilindro, cioé u == cost, ovvero u’'= 0, allora per la seconda
delle (7) si ha pure v = cost, cioé =2, & pure un cilindro. Se O descrive
una sezione retta del cilindro =, cioé ' X m =0, allora avendosi in ge-
nerale ' Xv = 0" Xu—m, la linea H & sezione retta del cilindro =,
golamente quando m = 0.

Si sono cosi ottenute, in modo semplicissimo, le leggi generali e par-
ticolari del rotolamento di 3, in = senza far uso di moti relativi, senza.
cioé, introdurre dei moti fittizi che nulla hanno a che fare col moto dato
che, poiché é dato, deve bastare ampiamente da sé solo a dare tutte le
proprietd del moto. Sono in sostanza le isomerie vettoriali che eliminano
nello spazio 1 moti relativi come nel piano [efr. z), moto rigido piano] eli-
minano, sotto forma giad nota, gli stessi moti. Si pud esser certi che una
volta eliminati sistemalicamente i moti relativi in futfa la Meccanica, questa
assumerd forma assai pit semplice e chiara; si intende introdotti gli ele-
menti assoluti ed ‘eliminate le inutili coordinate.

Patologia vegetale. — [ntorno ad una gommosi specifica
dell’albicocco. Nota del prof. Virtorio PeeLION, presentata dal

Socio CUBONI.

Di forme fungiue gummigene se ne conoscono ormai parecchie: crono
logicamente elencate figura in prima linea il Clasterosporium carpophilum,
quindi le forme conidiali di alcune Selerofinia, un micelio sterile isolato

Pythiacystis eitrophthora,

dal Maimone (') dalla gomma di limone, la P2;
agente specifico della forma di gommosi prevalente negl
fornia secondo il Fawcett (*), riscontrata successivamente in altre gommosi

i agrumeti della Cali-

degli alberi da frutto: allorquando codesti parassiti riescono a penetrare di
primavera nei tessuti corticali dei rami delle rispettive piante ospiti (agrumi
e drupacee) e concorrano speciali condizioni di ambiente e precisamente largo
afflusso acqueo per pioggia od irrigazione, le lesioni cagionate dal micelio
diventano sede di cosi cospicuo processo gommoso da trarre in inganno chi
osservi superficialmente il fenomeno.

Tale & una forma di gommeosi che minaceia seriamente la coltivazione
dell'albicocco nella regione emiliana: si tratta della stessa malattia ram-

(") Maimone B., Annali Scuola Agr. Portiei 1911.

(®) Fawcett H. S., Calif. St. Hortic. Monthl. Bull. 1918 — ed in Phytopathology —

['eb. 1915.
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