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Matematica. — Sul teorema generale di permutability per
le trasformazioni di Ribaucour der sistemi w" ortogonali. Nota
del Socio Lurer Brancar (V).

1. In diverse Note pubblicate nei volumi XXIV, XXV e XXVI di
questi Rendiconti (1915, 16, 17), occupandomi dei sistemi tripli di super-
ficie ortogonali, e pili in generale dei sistemi z#* ortogonali dello spazio S,
euclideo, o a curvatura costante, ho piu volte accennato che per le trasfor-
mazioni di Ribaucour di siffatti sistemi (trasformazioni per inviluppi di
sfere o di ipersfere) sussiste un teorema generale di permutabilita. Questo
¢ affatto analogo al teorema di permutabilitd per le trasformazioni asinfo-
tiche delle superficie, o trasformazioni per congruenze W (*); ed anzi nel
caso » =2 delle trasformazioni di Ribaucour per le superficie 1 indicato
teorema segue dall'altro per le congruenze W applicando la trasformazione
(di contatto) di S. Lie, che cangia le rette in sfere e le linee asintotiche
in linee di curvatura (®).

Nella presente comunicazione stabilisco le formole effettive per il gene-
rale teorema di permutabilitd delle trasformazioni di Ribaucour dei sistemi
nP% ortogonali che si enuncia:

Se ad un sistema n*° ortogonale () sono contigui, per trasforma-
zioni di Ribaucour, due allri sistemi (), ("), esiste una intera serie oo

(Y) Pervenuta all'Accademia il 16 settembre 1917.

(*) Cfr. Lezioni, vol. II, §§ 247, 248.

(®) L'osservazione & gia contenuta in una mia Nota sulle trasformazioni D, di
Darboux (questi Rendiconti, fascicolo del 24 aprile 1904).
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di sistemi (), contenente (), e deducibile con quadrature, tale che ogni
sistema () é comtiguo, per trasformazioni di Ribaucour, ai due fissi
‘\v) , (En) !
—

Colle consuete notazioni ('), definiamo il sistema n»#' ortogonale ()
dello spazio S, euclideo mediante la forma che assume il corrispondente ds*
dello spazio:

l.n
(1) ds*=> Hidul,

dove i1 coefficienti H; e le relative rotazioni

(¢ == k)

soddisfano al sistema differenziale caratteristico:

L ; i :
(A) \ Y = fri Hx )—u: = B B (z:*: /{#: /)
/ ; iy Yy =+ %P’x.—p’u_ 0 (%)

Per le z ccordinate cartesiane ortogonali del punto P= (u,, us, ... , u,)
adottiamo qui la notazione

T,Ys8,...,0C,
e corrispondentemente denotiamo con

.09 05 (NI | (f=1.,2,..,2)

i coseni di direzione dello spigolo :™° dell 7% principale. Sussistono allora
le formole fondamentali

— Hl' Xl = /3
) \ QUi Uy Ao X
“ X ©
[ —=—=) Xy
pUA x

colle analoghe per gli assi coordinati Oy, O, ...

2. Sia ora (') un nuovo sistema n?" ortogonale dedotto da () con
una trasformazione di Ribaucour. e scriviamo le formole di trasformazione
sotto la forma data ai nn. 2, 3 della Nota ora citata, dove perd ora tro-

') Cfr. particolarmente la Nota del 19 marzo 1916 (vol. XXV dei Rendiconti).

wk)
(*) Ricordo che la notazione 2 significa che all'indice 2 di sommazione si danno
x

tutti i valori 1,2,3,..,7 eccetto i due fisst i,k.
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viamo opportuno cangiare i segni delle quantita 17, X; negli opposti. La
trasformazione dipende dalle 22 - 2 funzioni trasformatrici

vi .H @, p,

che debbono soddisfare al sistema differenziale éeguente:

0, 2 ' -
\ - Pte o S =H—H)y— \T Bri 1
QP W nuH
(B) ( S Hy S . ‘(; Y
)H: ) ’ Y| ’
Yty — / Ij]u' + (H[—- H!) & (§ ° Hk

ed alla relativa equazione in termini finiti

(B*) > i=2yy.

Per altro la trasformazione é gia pienamente determinata dalle n—41
funzioni trasformatrici essenziali

Y1 3¥2s oo s Yns @
assoggettate a soddisfare alla parte delle (B) date da

i, W _ o
®) —fare 2y
la ¥ si calcola dopo cid dalla (B*) e le altre delle (B) danno i valori
delle H; .
Per il sistema trasformato (), i cui elementi indichiamo con accenti,
abbiamo le formole:

.y 2 d
“m =z — Vq;? >y Xa
IY
3
( ) 2yi
VV{
s

/m=xw— .3 12 Xy

I due sistemi (), () si trovano in relazione perfettamente simme-
trica, ed importa calcolare le funzioni trasformatrici

’ ’ RS 7
Y1, )/?,'v v Vns P

pel passaggio inverso da (') a (). Dovendo valere ancora le (3) permu-
tando i due sistemi, abbiamo le proporzioni

y,':y;:...:y,’,:qz'z;',:y,:...:y,,:(p,
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’
e possiamo porre
U '
Y= IR S == (U,

dove si tratterd di calcolare il fattore w di proporzionalitd. Le condizioni
g’ ot
L — H. ¥
)I[' Yl
danno subito
dlogu  H; — H;
QUi i @

(4) T

ed in effetto risulta dalle (B) che 1'espressione

H, — H,
D A
A
e un differenziale esatto. Cosi dalle (4) si ha u (a meno di un fattore co-
stante naturalmente indeterminato) con una quadratura e per le funzioni
trasformatrici nel passaggio da (Y') a () le formole
I 2 2

(5) Yi=uri . ¢'=ung,

alle quali si pud anche aggiungere per la (B*) l'altra

U = u v.

3. Venendo ora al teorema di permutabilitd, supponiamo che da )
siasi dedotto un secondo sistema () con una trasformazione di Ribaucour,
le cui funzioni trasformatrici indicheremo, per non moltiplicare le nota-
zioni, con '

vi,» 9 H Ly,

avvertendo dunque che qui y.,¢’, vy’ non hanno piu il significato delle

formole (5). Per queste funzioni trasformatriei sussisteranno le formole ana-
loghe alle (B), (B*):

a5 g Wi g B — S :
g ity Pik VK s (H; i ) : — ﬂh M5\
T’¢' ’ D""' }Il’ Hl” ’
B,) L . SpsliE
(b, , 4 Y s (P, Y
)HI' e 1" )’;( / r
c= N 3 ik B \
Dy I + (H ') q)' \ &

(BY) > =29y,
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e per gli elementi di ("), che indichiamo con doppio accento, le formole
del tipo (3)

2¢’ -
l_vl___:l;_ = ~ NG yl X‘A
lyi = A
)
(6) o
" ri <
(X'_X' N ,?'\__)';\X)
LY N A
A

Cominciamo dal dimostrare che si pud determinare, con quadrature,
una serie oo' di sistemi (3) derivati per trasformazione di Ribaucour dal
sistema () con funzioni trasformatrici (essenziali), che indicheremo con
7i, @, della speciale forma seguente :

- | Yi=Ryi+ ay
; | 9 =R2¢ +ay,
dove @ indica una costante ed 2 una funzione delle u, ., , ..., %, da deter-
minarsi in guisa che le ¥;, ¢ soddistino alle relative equazioni caratteri-
stiche (&)

4 RI '
b 7":51’4 T —~ — H! i,
(’ ) )»’Ui Pirk ¥k D”i ¢ Vi

le @i essendo le rotazioni del sistema ('), che dalle ultime (B) si cal-
colano in

B = fix + (H) — Hy) ﬁ .

Introducendo per le ¥, ¢ i valori (7) ed osservando le (B), (B,), tro-
viamo quali condizioni necessurie e sujficienti cui deve soddisfare 2 le n
seguenti

W H—H H;—H; ,

== e Sy (=1,2,..,
Vi @ /i +a ) Y: (l lv ) IZ)

a cui per le (4) possiamo dare la forma

8
(8) =

Ora si constata subito, mediante le formole (A),(B) e le (4), che

1'espressione
H, — H

N 1N ) d
/ Y /5%
e
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¢ un differenziale esatto, onde ponendo

(9) (D=H'iu
SLHOT

B " <{a>\ :

avremo dalle (8)
R=cu—-+t+a®,

con ¢ costante arbitraria. Le formole (7) danno quindi

=cuyi+ a(®yi+ 7))

(10) ) ii
(g=cng +a(Pp+g.

e viceversa con questi valori per le ¥, ¢, qualunque siano le costanti «, ¢,
si 'soddisfano le equazioni (&'), onde resta definita, come si voleva, una
serie oo! di sistemi (), tutti trasformati di Ribaucour del sistema ).

Il parametro che definisce il sistema (S) nella serie oo!' & il rapporto g,

e in particolare pel valore zero di questo parametro il sistema (S) viene
a coincidere. a causa delle formole inverse (5), col sistema iniziale (3)), il
quale & legato non soltanto a ('), ma anche a (Y") da una trasformazione

di Ribaucour.
Ora andiamo a dimostrare il teorema di permutabilita provando che

lo stesso accade di qualunque altro sistema (S:) nella nostra serie oo!. Per
questo prendiamo le formole che danno, secondo le (3). in termini finiti il

sistema () i cui elementi indichiamo con un soprasegno; avremo

(11)

\f=£'
(i":X' = '_V)‘xX;-

Sara provato che questo sistema generico () & legato (oltre che a (3))
a (X") da una trasformazione di Ribaucour se, paragonando le (11) colle
(6) che definiscono ("), dimostriamo che per gli 7 assi coordinati O,,0,,...
sussistono formole del tipo
(12) Z—a' =R(X;—X) ., 79—y =R —YX)), ..
(f=1,2,..,1),

dove R,, R.,.., R, sono n convenienti moltiplicatori, il cui significato geo-
metrico sard poi quello dei raggi delle z ipersfere che toccano in punti

corrispondenti le ipersuperficie dei due sistemi (S) NE
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4. Dimostriamo le (12) e troviamo gli effettivi valori dei raggi R; col
procedimento seguente. Si moltiplichino ordinatamente le 7z formole (12)
per Xy, Yy, ... (essendo % un indice qualunque differente od eguale ad 7)
e si sommi. Indicando col simbolo S queste somme rispetto agli 7 assi coor-
dinati, deduciamo cosi dalle (12) il sistema per/fettamente equivalente ():

(12*) 8@ —2") Xx=1Ri- 1 S(X! — Xi) X, =1,;2,..,n).

Calcoliamo queste espressioni osservando che dalle (11), paragonate
colle (3) e (6), abbiamo :

., 2¢ 2o 29 ’
o+ 4 X APy e P Ny
zT—a =— > n X+ 7 Xa = X
‘ Lrgaa DLyt e >

J

= 27.- — 2)”- S 27{ N~ =
X/ S -ShX)‘—--—l,', 7 X\ 4+ = . NG
( : W ER \j By _2 o '

e sussistono d'altronde, per le formole dei nn. precedenti, le identita

' 2yirn
SX; Xy = 5, SXIX ; . f
k Eik ( ) k Eik 7 )’;
J

dnhn=2>v4+a> nn,
x 7 X
dalle quali seguono le altre
SinYxX)\:}’k ) SXkZY;\Xx=7;n
x x

S, 7 2 ol
SXy }_ n X, =ay,— Ly — Vyki a l -
X 2 X

J
Se calcoliamo con queste formole 1 valori dei primi e secondi membri nelle

12*), troviamo delle espressioni lineari omogenee in yx,y., che scriviamo
4 Yeo Vi

\ +8(Z — 2") Xy ==Ayx + Byi

13 =
(€9 [ 3 S(X!—X;) Xx=Cyx+ Dy ,

i coefficienti A, B,C, D avendo i valori seguenti :

9 M S 9 i B ag
e D e e
> Y T o DLy e e
A J J J X
Yi i 20 ) ay; 7’:
o= ! LT (!z+—.,—7m;\) L S
( P DR DI e : AL a
: A J 7 J

(*) Il determinante |Xx, Ya, .., Tx| dei coseni & infatto diverso da zero (=1).
0 per iz=k

(*) Attribuiamo ad epx il consueto significato: &x = i
1 per t=k.
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Siccome abbiamo
p=ua9'+2¢ . yi=ayi+ i,
indi

S h—a .\: v+ 228 \_ o 28 \_ i
X ] 2 J

A
le espressioni di A,B,C,D si trasformano subito nelle seguenti:

PR 4 ‘.’a_t_ nn)—agp
J

J
PR i+2a> nr) —apd
J

S

)

+

it — ril

ayi X ;P —riR> 3+22> ny)
D—0 J ’J = A 2
SED N
J bN

Ne segue che sussiste la proporzione
AsiB—C =D
onde nella (13) il rapporto

5‘(7 — ”\ X;\; 0 :\7}’;; + B} ,
S(X — X—Vf’ Xk it C)}; -1‘— I))’;

¢ indipendente dall’indice 4 {dal rapporto y‘:,) ed eguale ad % . Valgono
Yk
)%

dunque in effetto le (12*), ove si prenda

PER> vi+2> nr)—agd y?
(14) Ri=<= =L 7 = L __,
C and 3 —7R2 7i+22> nn)

J A

A

ed il teorema di permntabilitd enunciato al n. 1 resta cosi stabilito.

5. Ora possiamo completare le proprietd geometriche inerenti al teo-
rema di permutabilitd partendo dall’osservazione che le y;, @ date dalle
formole (10) si compongono linearmente ed omogeneamente con due loro
sistemi particolari di valori, per la qual cosa si dird che la serie oo! dj

sistemi (3) forma un /ascio.
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Prendiamo allora i due sistemi (2'),(X") prima derivati da () e
consideriamo (con evidente notaziome) il fascio a(Y) 4 (X)) da essi
determinato, ciod la serie co! di sistemi trasformati di (3) mediante le
funzioni trasformatrici

ayitevi . ae4ey,

essendo ¢,, ¢, due costanti arbitrarie, e il loro rapporto % il parametro
2
essenziale nel fascio.
Dette &,%,¢,... le coordinate del punto (u,,us,...,u,) mobile nel

sistema generico del fascio, avremo per le (3) le formole

a9 + 29’
(15) Ef=ox—2 - .
cflrf+20.022yjyj+c§lyf’
J J. J

'(L'RZY)\X\_I"C‘EX}';\XX)'
AT A

E evidente che il fascio (X)) 4 ¢o(3)") resta lo stesso sostituendo
a (X)), (2") due qualunque altri sistemi del fascio, e cosi in particolare
se, tenendo fisso (), sostituiamo a (") un altro sistema del fascio. Ma
8i & visto sopra che un qualunque sistema (3) dell'altro fascio & legato
a (") da una trasformazione di Ribaucour, e lo stesso vale quindi facendo
variare () nel fascio. I due fasci sono manifestamente in relazione reci-
proca, onde nel teorema di permutabilitd cosi completato: si hanno due
fasci di sistemi n®' ortogonali tali che due sistemi presi ad arbitrio
l'uno nel primo Ualtro nel secondo fascio somo [ra loro legati da una
trasformaszione di Ribaucour (V).

B anche interessante osservare che: s/ luogo dei punti corrispondenti
mei Sistemi di uno stesso faseio é un circolo. Questo risulta dalle formole
(15), ove, restando fisse u;,%s....,%,, i secondi membri sono funzioni

razionali quadratiche del parametro % ed il punto (&,7%,(,..) descrive

un circolo.

6. I1 teorema generale di permutabilitd, cosi completato, ammette nu-
merose applicazioni a casi particolari: per » =2 alle trasformazioni di Ri-
baucour delle superficie, per » =3 a quelle dei sistemi tripli ortogonali, ece.

Ma vi ha un'altra circostanza molto notevole, che qui accenniamo sol-
tanto riserbandone lo sviluppo a pil ampio lavoro, e che si presenta per

interessanti classi di enti geometrici, fra i quali citeremo: per le superficie

() Per il caso delle congruenze W queste conseguenze del teorema di permuta-
bilita vennero sviluppate dal Tortorici nella sua tesi di laurea pubblicata nei Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo.

RenbpicontI. 1917, Vol. XXVI, 2° Sem. 20
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quelle a curvatura totale (o media) costante, e le generali superficie isoterme,
pei sistemi tripli ortogonali nell’ Sy i sistemi di Weingarten, nello spazio S,
i sistemi 7?" ortogonali (E) (caratterizzati dalla simmetria delle rotazioni
Bix = Pxi), 1 sistemi ortogonali di Guichard-Darboux con
Hi + H; -+ - - - 4+ H} = cost.

Per iutti questi sistemi, e innumerevoli altri, accade dunque che le
trasformazioni di Ribaucour possono dirigersi in modo che appartenendo il
sistema () (la superficie) alla classe considerata, anche i due contigui
('), (") siano della medesima classe. Ed allora, nei casi in vista, si pre-
senta costantemente questo fatto che nella serie oo! di sistemi (}—;) trasfor-
mati ve ne ha oltre (3). uno ed uno soltanto appartenente alla classe
considerata. Questo particolare sistema (E). come isolato, si ottiene quindi
tn termini finils.

In tutti questi casi, come per le trasformazioni di Bicklund delle super-
ficie pseudosferiche, il teorema di permutabilitd perfeziona quindi i metodi
di trasformazione, permettendo di dedurre sempre nuovi sistemi della classe
senza alcun calcolo d'integraszione. B questo un risultato che appare impor-
tante tanto geometricamente, quanto dal punto di vista analitico come
proprietd delle soluzioni dei corrispondenti sistemi di equazioni a derivate

parziali.

Meccanica. — Assi permanenti nel moto di rotazione di un
corpo nel quale sussistono dei mott inlerni stazionari. Nota di
Orazio LazzariNo, presentata dal Socio T. Levi-Crvita ().

In una Nota precedente (*), alla quale mi riferisco anche per la parte
bibliografica, ho trovato che, per la rotazione di un corpo sottratto all'azione
di forze esterne e nel quale sussistono dei moti interni tali che non ne al-
terino ne la forma né la distribuzione di densitd, I'equazione del moto pud

scriversi sotto la forma molto semplice

d(af2 +-M;) S
at T

(1) 0

da cui si ricava immediatamente 1' integrale delle aree sotto la forma no-
tevole
(2] af + M,' =K

(*) Pervenuta all’Accademia il 5 settembre 1917.
(*) O. Lazzarino, Rappresentazione cinematica del moto di rotazione di un corpo
nel quale sussislor 2t moli infernt stazionari. Rend. della R. Ace. dei Lineei, vol. XXVI,

2° sem., fase. 5.




