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(Ogni Memoria o Nota porta a pie’ di pagina la data d'arrivo)

Matematica. — Nuove applicazioni di una formola commu-
tativa. Nota del Socio Gian ANnrtonio Macer ().

I. La formola accennata e quella a cui & dedicata una mia recente
Nota, insevita in questi Rendiconti (*). Mi permetto di ritornare, con questa,
su tale argomento, per alcuni complementi e alcune aggiunte, che reputo
meritevoli d'interesse.

Abbiasi, come nella suddetta Nota, una superficie, o, generalmente re-
golare; indichi » la misura del segmento di normale al punto generico,
contato dal piede, positivamente da una parte convenuta; =, » una coppia
di coordinate curvilinee, ortogonali, atte a individuare i punti della super-
licie; e sia, col significato consueto dei simboli,

ds* = Bdu® + G dv®.
Posto
lim — lim = D

n>o n<o

e inteso che ¢, funzione dei punti dello spazio, e quindi delle coordinate
#,v,n degli stessi punti, sia limitata e continua, unitamente colle sue de-

(") Pervenuta all’Accademia il 19 ottobre 1917,
(®) Sopra una formola commutativa e alcune sue applicazioni, a pag. 189 del pre-
10

sente volume, semestre.
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separatamente, dalle due parti della superficie, -

cluse le due pagine, corrispondenti a: due segni di m. si ha (')
] )114'« @ Aty Dq

) N
(1) 1 fangi ol

donde segue, col consueto significato dei simboli (*),

)) l) ):L ,\'(]‘ )_LL )vl)(,, N Y DH([‘ .\‘ )“l)([‘
S st sy sk om0 s sk s s

D’altre parte, ¢ potrd ancora concepirsi come funzione di una terna di

coordinate cartesiane ortogonali a ;. con che si ha

5 8

g [ e ALY 2 3 |® dp dp Y, P 8
= R QP (B v == e ol

S l., D ) dY DS A8 Sy ! A
IR g M i R dp 3 | [ g dz 2 - @ %
A IS — LT St Y S AN [ AT DSy QY S, 05 Sy
0P D N PRI D3
4 N & o ¢ + ¢ i
D ISy 8 Y dSu 8 DSy Sy
analoghe,

dove la notazione simbolica ha evidente significato, e le formole
che si ottengono scambiando » con ».
Combinando colle (2) le quali formole, applicate all ipotesi che la di-

rezione degli assi delle =z e delle » sia quella della tangente, nel considw
5 g q 5
cost. e alla linea » cost.,

rato punto limite della superficie, alla linea »

con che
DL I Y RX i ) W ;
- === —~ —(,
RL 'S 8w ASu VS 0Sy
(*) Nota citata.
(*) Difatti, si ha
) R ) T
sw  1/G s {/E du
1
Q
NS L R L) 12 1 G o
\; 1G v /G J G ! ];‘ Y D)
1
J
0 1 d 1 ) 1 o2 1 ]’}x d
d5u 08 /G v {/E ¥ ~ /BG ud ' {/G “ap O

scambiando # con ». Notiamo che ne risulta

1
Q= b=
y ue - gy i i P Ep el FolliG
V5, 35, %, 38w 1G - 00 v YR % v
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¢ relazioni analoghe, si trovano immediatamente le seguenti formole, fonda
mentali per la nostra ricerca:

) Dy 2D 2 YD yDe
(3) D (ﬁzb b A ‘l’\ D “l’z Dy = il)q.
oL 08y 0w Yy 28y Y
D %D 2D »? D 25
(4) s QRN PR Ak W N
Y I 08y 08, A8 Su
i D De » & SN,
(5) D s s DU S P S
Y 8w Sy Sy 08w 08, 08 08y 0%

e le analoghe, che si ottengono, scambiando » con v, 2 con y.

p d :
Inoltre, ponendo in (3) D(i al posto di ¢, se ne ricava

Donde, valendosi di

2p P - P 9.,
= X Y|+ =7,
o oL + Y - 28

dove X, Y, Z indicano i coseni di direzione della normale, presa col con-
venuto senso positivo, e invocando le stesse (3), si ricava, nella suddetta

pY/ VZ
i 1 : — V=0, M=l === 1
ipotesi (colla, quale X =Y L =1 S )) ),
i N7 X 3 V¢
e
(7) QT 08 ISy ot Su 0 MWy Y
D2 A 2) yX A7) N
fopyet P b pulfe. el Bl 00
)Y 08 08¢y 7 A8, T 8, Y

che completano il quadro.

2. Le precedenti formole si prestano alla deduzione della discontinuita,
alla superficie o, delle derivate prime tangenziali, e di tutte le derivate
seconde, nelle due ipotesi della funziome potenziale di superficie

“kdo
(8) gl

R
Jg 7

() Per la stessa via, si stabilisce la formola

PR 2
Q)3

l;‘?([
)3

D —

3)
i )
QT

che si presta pure ad utili applicazioni.




— 204 —
¢ della funzione potenziale di doppio strato
(9) P = k——10a0"

inteso che 4 vi rappresenti una funzione regolare delle coordinate curvi-
linee % ,v. Con che & noto verificarsi, nella prima ipotesi, le ecuaglianze

(10) D=0, (11) |)‘\"”=, e

e nella seconda

(12) Do = 4nk, (13) ) e (]
o

Ammettiamo qua, come postulata, o verificata a parte, I'esistenza e la
continuitd delle derivate suddette, separatamente dalle due parti della su-
perficie, le due pagine incluse.

3. Nella prima ipotesi, introducendo (10) nelle (3), si ha. in primo

luogo,

(14) D ¥ = () 9] 2 (DS
Y
e introducendo (10) e (11) in (4) e (5),
(15) Dif—dni_, (16) D% —dny
A Su AN OSu oSy

Ora, indicando con ¢, e con R, le misure del raggio di curvatura della
linea # = cost. e della sezione normale avente comune con essa la tan-
gente, nel punto limite considerato, e inteso che sia g, >0 e R, positivo
o negativo con Z. ecioe secondo che il centro di curvatura della sezione
normale si trova dalla parte del piano tangente verso cui la normale é presa

come positiva. o dalla parte opposta, si ha, pel teorema di Meusnier,
3 Z l
kY

(17)

Donde, in hase a

i




e = e — e o ey
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si rvicava, indicando con 7,7, le misure dei raggi principali di curvatura,
relativi al considerato punto (intesone il segno stabilito colla regola pre-
cedente)

- AR (e
(18) D M,_¥4n/t(r +-).

1 Ty

La (16) fornisce, alla sua volta ('),

iy 4 1 it |

=A4nk — -
20 VY V/EG du w

(19)

Naturalmente, 7, , 7. prendono il posto di R, , R, nelle (17), nell ipo-
tesi che le linee coordinate in discorso siano formate colle linee di curva-
tura, relative al punto considerato. E in questa stessa ipotesi, la (19) si ri-
duce, per nota circostanza, a

; b L
(19) D W_o

Infine, introducendo (L1) e (14) in (7), si ha

d? N3 g
(20) PRkl g QG B o R
PR AN 4 A8y WY A8 8y
OSSERVAZIONE. — Questi risultati si deducono dalle formole di Somi-

gliana, relative ad una terna qualsivoglia di assi coordinati ortogonali, adat-
tandole al nostro caso, e rammentando formole ben conosciute, relative alla
curvatura delle linee traceiate sopra una superficie (*). E notevole che ciascuna
delle (17) rappresenta 1'estensione al caso di una linea qualsivoglia della
superficie, passante pel punto limite, della formola piu particolarmente sta-
bilita pel caso di una linea di curvatura, semplicemente ottenuta coll’ intro-
durre la sezione normale corrvispondente alla linea considerata.

4. Nella seconda ipotesi, introducendo (12) in (3), si ha, in primo
luogo,
e
W s, W o’

(21)

(*) Cfr. la Nota (2) a pag. 202.

(*) Sulle derivate seconde della funzione polenziale di superficie, Atti della R. Ac-
cademia delle Scienze di Torino, vol. LI (1916). Sotto altra forma, le nostre sono le
formole, dedotte, con metodo del tutto differente, da Poincaré, nella sua 7’héorie du Po-
tentiel Newtlonien (Paris, Carré et Naud, 1899. § 112); comprese le due ultime, stando
in cenerale le relazioni indicate pel caso delle linee di curvatura. Cito tali formole, prin-
cipalmente per questa avvertenza, non intendendo, del resto, inoltrarmi nella letteratura

dell’argomento.
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introducendo (12), (13) e (21) in (4), (5) e analoghe, si ha

1 Vg 2k e Aty 1 Vo 2 i 2k A
@) —op P e S s D et e S
47 Dat st Sy 0Se 4w DY AL ASu 0S5
1,9 33 Wd3w D W3,
‘ 4 dx VY dSu 08y A8y OSu Sy Sy OSu Sy 08y 08w
(23)
\ 1[ 2 % ) V& kXY Dy
= E \T:‘ )Sl,+ 8¢ OSu_ Sy OSu Sy ASe. 0%p OSu

finalmente, introducendo (13) e (21) in (7),

1 Vg X % Y

04) el R G T
© | 1 A 2X Y %
T R Y T T T

Si hanno poi dalla Geometria Differenziale le formole seguenti, dove
il terzo membro vale per qualunque specie di coordinate curvilinee ortogo-
nali, e il quarto nell'ipotesi che le linee coordinate siano formate colle

linee di curvatura ('),

1
)-
Vix d WY 1 1 E P 7y T
\ 3 We s 2B Wy me—7
(25)
, 1
(¢ Vg
Ny d 112G 7\ T r
A e I SR T et — Lo
e nel caso delle linee di curvatura (*)
- X 1 Y X D 1
(26) ==, —=0, —=0, —=——,
A8 e ASu Sy Sy ™

per mezzo delle quali le formole (22), (23), (24) assumono immediatamente,
nelle ipotesi medesime, la forma definitiva.

OsSERVAZIONE. — Formole nuove, per quanto consta all’autore, per la
discontinuita delle derivate seconde della funzione potenziale di doppio strato
farono date da Somigliana, in una sua recente Nota (*). Stando ai prece-
denti risultati, vanno recate a tali formole le modificazioni che risultano
dal confronto colle nostre (22)-(26).

(*) Cfr. la Nota (2) a pag. 202 e Bianchi, Lezioni di Geometria Differensziale,
$8 43, 55, 135.

(*) Bianchi, op. cit., § 62.

(*) Sulle deriwate seconde della funzione di doppio strato newtoniano, Atti della

R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. LT (1916),




