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Paletnologia. — Ancora la Grotta preistorica di Hqui. Nota
del Socio CARLO DE STEFANI.

Questa Nota sard pubblicata in un prossimo fascicolo.

Matematica. — Su alcuni operatori superficiali. Nota del
Corrispondente R. MARCOLONGO.

Recenti e notevoli ricerche (*) hanno mostrato 1" utilith e la necessita
di considerare aleuni operatori superficiali, che. presentano molta analogia
con altri operatori di cui il prof. Burali ed io ci siamo diffusamente occu-
pati nei due volumi dell’ dralyse vectorielle genérale (*).

(%) C. Burali-Forti, Fondamenti per la geometria differenziale su di unae super-
ficie col metodo vettoriale generale [Rend. Circolo mat. Palermo, t. 33, pp. 140 (1° se-
mestre 1912) |; P. Burgatti, Sulle discontinuitd delle funzioni scalari e vettoriali e
dells loro derivate nel passaggio attraverso una superficie [Rend. R. Acc. Lincei, s. 58,
vol. XXV, pp. 811-316, 372-376 (1916)]: [ teoremi del gradiente, della divergenza, della
rotazione sopra una superficie e loro applicazione ai polenziali [Mem. R. Acc. delle
Scienze dell’Tstituto di Bologna, s. 7%, tomo IV, 1916-1917].

(*) C. Burali-Forti et R. Marcolongo, Analyse vectorielle générale. 1. T'ransfor-
mations linéaives, Pavie, 1912; II. Applications a la Mécanique et a la Physique,

Pavie, 1913. Indicheremo questa pubblicazione brevemente con A. V.

Re~pico~ti. 1917, Vol. X\ VI, 2° Sem, 36
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1. Se % @& punto. vettore, omografia funzione di un punto P di una su-

perficie o, la derivala superficiale di h rispetto al punto P, che si ac-

J
cenna con (ifé) viene definita dalla
g
dh dh | ) _dh dh )
(1) (m—)\d: 2P ( 1—H@m,n) = 7P H (u vp M)

n essendo un vettore unitario pavallelo alla normale in P a o, volta 1n un

senso determinato.
Segue di qui, come osserva il prof. Burali. che
1) (’,’\’f\ & un ente (operatore lineare; omografia, iperomogruﬁa)
dP /s
sga specie di .(,lf’:
della stessa specie ¢ iP

/ dh :
¢) (([—t) x = % x, per ogni X tale che X Xn=20;

e reciprocamente. Infatti, se m & un vettore arbitrario, X vettore unitario
normale ad n, si pud sempre porre

un=uXn.n—+uXx.x;

e perd, in virtu di 4) e ¢) risulta
dh>

) dF dh dh dh | |
bl N e e ‘. — N = —3% 1l — H(n, n)mirs
(”,P\Lu uXx BX=7p " uXn. s =-5, ( ),

quindi, per l'arbitrarietd di w, risulta la (1).

L'omografia 1 — H(n,n) & una dilatazione le cui direzioni principali
sono n ed ogni x normale ad m; applicata ad un vettore qualunque w, da
il vettore proiezione di m sul piano tangente in P a o.

In particolare se uw & un vettore, da (1) risulta

du dua da
(2) (~\=~—H(n.~—n):
( - dP adP
quindi caleolando il primo invariante ed il vettore di questa omografia, si

ha la definizione (Burgatti) della div e rot superficiale di un vettore;
precisamente:

< /u\ ! .
(3) divou=1, (l/[‘) By e %?l» .
C G a
{ 0
(4) roto 1 = 2V "'I’l‘\ b d A ull i

n
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Di qui si deduce:

(5) divem=divn ; rot,n =rotn=0 ; n X rot,u—=n X rotu.

Allo stesso modo si possono definire gli altri operatori, grads e,
Rote &, .... (@ omografia) valendosi delle (), (4) di pag. 70; (1), (2) di
pag. 97, 98 di A. V. I; e sostituendo alle ordinarie derivate, la derivata
superficiale definita da (2).

In modo anche pit semplice, in base alla (1) e riferendoci ad una
terna fondamentale, si pud definire grads « colla

dee de

; el N 'hf N de \,
grad, @ = (’“5 ])a]+(ﬂ,"l)q" —+ (de Uk
e risulterd subito

(6) grads « = grad @ — (iﬁ—; n) n;

ed in particolare, se e« & un numero reale ¢,
(7) grads ¢ = grad ¢ —grad ¢ X n.n;

cioé (Burali): il gradiente superficiale & la componente tangenziale™dell’or-
dinario vettore che rappresenta il gradiente della funzione numerica .

Con procedimento del tutto analogo si possono definire gli operatori
superficiali Rotq e, 4'su, 45, mediante le

de
(8) Rotua=R0ta—n/\ﬁn

1/(%% n)
R L) -
(9) d'su= 4 7P n

»

[(r{a ")
S

X R\
(IU) Jaazla—TP*ll:
e se @ ¢ un numero r&ale ¢:

d
(11) dﬂ):dq—llX%d@n.
Di qui

d'n=Adn.

2. Valgono per i nuovi operatori superficiali cosi definiti quasi tutte
le proprietd dimostrate in A. V. I. Cosi

; du
dsu= grado ;l?

e
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e se a ¢ un vettore costante:

(Rots @) & = rotg cc @ A's(ed) = A ..

Vogliamo qui notare le due nuove formule:

\ . dan
(12) rote gradep =n A\ -5
4

P grad ¢ = — Rot H (n, n) arad ¢

du dn
13 div, roteu = 2V ( e —) Xn;
i8] o 1051 =2V\7P P
ciog, in generale. i secondi membri non sono piu nulli, come per gli ordi-
narii operatori.
Per dimostrare la (12), pongasi

v=grad; p=grad ¢ —grad ¢ Xn.n;

dv
rots grads ¢ =rot y —m A\ P

Ora, per formule note, si ha successivamente:

d grad ¢ dn )
r ] — — 0§ o8 ) _ — = —— orad An;
rot v grad (gradg X n) /A n ( 7P "+dP grad @ n ;
dv. \dgrad ¢
11/\dPn_n \ P D
— (n X grad ¢) % n —grad (erad ¢ X n) Xn.n % :

sono due dilatazioni

. S . d grad dn
ricordando quindi che le due omografie ___SP P
& (

dapP
e che %n=u. risulta la prima forma della (12); la seconda forma si
deduce applicando la [3] di pag. 84 di A. V. I.

Per la (13), posto per compendio a=%l—. si deduce subito
[/

" f 4 rotu g’ dan dVa
d 3 = _— B —_ ) =
Vg roteu n><(rotau 7P n) 2nX'V( P ) P n,
Ma (A. V. L, pag. 130 e pag. 67)
den  de dn dVea de )
aP —aptTep ! TJF"ZV(E" ‘

quindi & vera la (13)
Sono del pari notevoli ed utili queste altre formule

(14) dive grad, ¢ = div grad, ¢ ;
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e per /& numero
(15) div, (h grads @) = div (b grads @)
(16) n X rotg grads ¢ = 03

la cui dimostrazione non presenta difficolta.

Possiamo ora domandarci di assegnare le soluzioni pil generali delle
equazioni
(17) divoeu=0 , rotu=0.

La prima equivale alla

du
dP

divu=n X n.

Se quindi poniamo, con 7 numero e¢ v vettore da determinarsi:

u=mn-+n;A\v,
si ottiene subito
mdivn=mn Xrotv
ed anche, per le (5),
m dive n = n X rot; v

e questa, per divn == 0. determina il numero 7, mentre v resta arbitrario.
Quindi la soluzione piu generale della prima delle (17) e

L1720 LA/ +nAv
di\'u n

u=

con v arbitrario. In particolare, assumendo v = grad ¢, si ha la soluzione

u=n Agrad g =n /\ grads ¢.

Se poi divn =0 (caso delle superricie a curvatura media nulla), per
la risolubilith della prima delle (17) occorre che n X rot v =10: ed m ri-
sulta arbitrario.

Applicando lo stesso metodo alla seconda equazione. per la (4) otteniamo

g Ve o
7P n;

: : y , d dv
grad m A n —I—(dlv vV — :f—‘P) n— (dn n— :/lpl—)v =nX (/;) n.n

0ssia

d
(18) gradm A n ++ndivv —vdivn-+4 ;{% v=n X /% n.n.
(
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Moltiplicando scalarmente per n visulta

B dv .
divv=v Xn.divn—+nX P n=div(vxXn.n)
e

quindi

v=v Xn.n-rotw
con
(19 n X rot w=>~0 2
e !n-l‘u
(10) u= mn-nArotw,
¢ la forma generale della soluzione della seconda delle (17), essendo W un

vettore qualunque soddisfacente alla (19). e m un numero che soddisfa
la (18), della forma

arad m n="1

t essendo un vettore noto. Se prendiamo w=n, risulta grad m-An =0
e quindi m costante su o e si ottiene la soluzione nota u =mn (7 costante).
Osserviamo ancora che, valendo la formula (A. V. I, pag. 84 [2])

grad, (u A\) = —rots u,
si conclude che una soluzione particolare della i
i |
gradqs @ = 0 1
¢ data da
a—=—1MN /\.

]

3. Le formule intecrali, costituenti i teoremi della divergenza, del ro-
tore e del gradiente su di una superficie o, limitata da un contorno s, e
stabilite dal prof. Burgatti ('). cioe:

| diveu.do = |n Xu.divndo — [vXqu
| rot,u.do = [nAu.divnde — | v Auds
"{l'ﬂdorf,ro': ‘ull.‘]l\' n do — la\" ds

D

v essendo un vettore unitario normale ad s e vodlto verso l'interno di o,

possono essere agevolmente completate. Basta. seguendo il metodo costan-

seconda delle Note eitate del prof. Burgatti
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temente seguito in A. V. I, pp. 108 e seg. ('), nel secondo sostituire ad u
il vettore aea (a vettore costante) ed « omografia funzione di P; porre nel

, per ottenere le nuove formule:

terzo @ = d"
Sy

‘.R()ta e doc = ‘ u/\a.divndo — . v/ ads

A {"«{u

du
d'su do =
? ( nog e

n.divndo — | T ds
i (s

l‘zia ado = A‘ﬁ(:jv([;n).divnda—r— “l%{ivds:

quest’ ultima, a sua volta, si ottiene dalla precedente ponendo u = ca.

4. Una importante applicazione, fatta dal Burgatti, di questi operatori
superficiali consiste nella ricerca, sotto forma assoluta, delle discontinuitd
dei potenziali di strato semplice e di doppio strato attraverso o; e a varie
questioni della teoria dell'elasticita.

Accennando con [4] la discontinuitd di % attraverso o, la formula
fondamentale dimostrata dal Burgatti (*) che da la discontinuitd della deri-
vata di un vettore rispetto ad un punto, é la seguente:

ds A
@1) [d;l:]:‘-d[%]—}-l-l(n,v)‘

v essendo un altro vettore incognito.
Vogliamo accennare ad un'altra applicazione e che riguarda una ricerca,
oggetto di due recenti e interessanti Note del prof. Maggi (°).
Immaginiamo che s rappresenti lo spostamento in un punto di un
corpo elastico isotropo, e generalmente discontinuo attraverso o; e suppo-
niamo invece che sia continua, attvaverso o, la pressione normale; ciod

(1) Col sussidio dei metodi e delle notazioni dell'A. V. il sig. Vincent C. Poor,
dell’ Universita di Michigan, ha ottenuto eleganti formule di trasformazione di integrali
di volume in integrali di superficie, relative ad una omografia funzione simmetrica di due
punti P e M: Zransformation 7'heorems in the Theory of the Linear Vector Function
[Bull. of the American Mathem. Society, vol. XXII, pp. 174-181 (1916)]. Vedi nello
stesso volume le osservazioni del sig. G. B. Wilson, pp. 336-337 e la replica del Poor,
pp. 503-504. Sui metodi di Gibbs si pud vedere quanto, in risposta al sig. Wilson, ripe-
tutamente il prof. Burali ed io esponemmo nelle nostre pubblicazioni.

(*) Vedi la prima delle Note citate.

(®) G. A. Maggi, Sopra una formula commutativa e alcune sue applicasioni [Rend.
R. Acc. Lincei, s. 5%, vol. XXVI, pp. 189-194 (1917)]; Posizione e soluszione di alcune
questioni attinenti alla teoria delle distorsioni elastiche [Ibid., pp. 350-857].
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detta 8 la omografia delle pressioni interne, 4 e le solite costanti ela-
stiche d isotropia e quindi (A. V. IT. pag. 29 [1])
4/,\‘

g=—4idivs — 2uD '/;\l‘ J

si abbia [fn]==0; ossia
(22 A [di 2 D Lic n=>0
ad Afdivs|n-2u = = 0.
(22) [div ] n -+ 2 M

Supponiamo ora che su o la discontinuitd di s sia, nel caso degli
spostamenti di Volterra,

[s]=a+QA(P—0)

con a, 2,0 costanti; per modo che

( S L S
div[s]=0 , "{[;] —QAN n‘l,,[f,] —0.
Operando sulla (21) con I, e D risulta
ds

[divs]=n XV ! [Dm:|n= v+inXv.n;

o sostituendo nella (22)
A4+wnXv.n4uv=0.

Moltiplicando scalarmente per m risulta n X yv=0 e quindi v=2~0
Ossia, (_'31\.

as s
93 . 0 A 4l S
' [d-\[j S [D aM |~

La continuita della dilatazione, trae di conseguensa la continuila
delle co nj onenti di deformaszione, cioe dello strain.

IS .
Posto ora — — e, dalle (23) risulta (a vettore costante)
dM :

d[eza] _,

[« il] =02Aa /P

D'altra parte, sempre conformemente alla (21), si puo porre

laa
[U)i*]—H(ll.\]

e quindi per ogni t tale che t X n =20, risulta

ik i)
aM g

i
|
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e questa, come si vede subito, traduce il fatto che tutte le derivate seconde
2
u :
delle componenti («,»,w) dello spostamento, tranne DD? , . 86 M B pa-

rallelo alle z, sono continue attraverso o.
Ma ora considerando 1'equazione di equilibrio e supposte continue le

forze di massa, risulta
(A - p) [grad divs] -+ w[grad ] = 0.
Se ei riferiamo ad una terna fondamentale i,j,n e notiamo che
o dei.  dej.  dan
grad « = M 14 M ) —+ M

. 1 i : dei. dlen ;
h i S & lines LD R e cl
e che grad divs & lineare nelle M L 1w, UM n, si conclude

dan : . 3 :
che l: = :|n ¢ continua. Da questo risultato e da quello gia conseguito

aM
deaa
[JM]‘O’

si trae che
somo cioe continue le derivate seconde delle componenti di spostamento e
quindi continue le derivate prime dello strain.

E cosi si pud continuare.

Fisica matematica. — Omogeneita delle equazioni e Simili-
tudine nella fisica. Nota I di PAoLO STRANEO, presentata dal Corri-
spondente A. D1 LEGGE.

ORIGINE E ARGOMENTO DI QUESTE RICERCHE.

1. In questi ultimi anni fu ripetutamente richiamata l'attenzione dei
fisici e dei matematici sul Principio della similitudine fisica dalle discus-
sioni provocate da due interessanti pubblicazioni; 1'una di Lord Rayleigh (1)
che semplicemente incitava a far maggior uso di quel principio, evidente-
mente inteso quale immediata estensione del noto Principio della similitu-
dine dinamica a tutti i rami della fisica; 1'altra del sig. R. C. Tolman (®

")

(*) Nature, vol. 95, n. 2868, marzo 1915; vol. 95, n. 2387 e vol. 95, v. 2389

(3) Physical Review NS., vol. III, pag 214: vol. IV, pag 145; vol. IV, pag. 345;
vol. VI, pag. 219; Oefversigt af Finska Vetenskaps-Societetens Fohandlingar, Bd. LVII
Afd. A. N:o 22; Science Reports of the Tohoku Tmp. University, I, vol. V, pag 33;
Physikal Review NS., vol. VIII, pag. 1, pag. 8 e pag. 423.

o
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