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Matematica. — Hamiltoniani e gradienti di hamiltoniani e
@i gradienti, laplassiani, parametri differenziali. Nota T di A.
DeL RE, presentata dal Socio V. VOLTERRA.

La presente Nota, e due altre che le faranno seguito sull'argomento,
sono collegate con quelle che gid fecero comparsa nei Rend. della R. Acc.
di Napoli (*), ed in questi medesimi Rendiconti (*) relative ad hamiltoniani
e gradienti, e con un'altra che comparird prossimamente nei Rendiconti del
R. Istituto Lombardo (*). Tenuto conto che, dalla applicazione di hamilto-
niani e di gradienti, ad una funzione sealare od estensiva U a pin varia-
bili, nascono di nuovo funzioni scalari ed estensive, la quistione di esami-
nare come si presentano gli hamiltoniani ed i gradienti di hamiltoniani e
di gradienti d'una stessa funzione U, nelle loro forme di riduzione ultimata
(forme ¢ipiche), diviene essenziale, non soltanto per la necessita d’impri-
mere rapiditd di maneggio al calcolo in tutte quelle volte nelle quali sif-
fatti operatori entrano in giuoco, ma pure perché, con la quistione istessa
vengono a far comparsa nuove funzioni invariantive e nuove relazioni, fra
cui qualeuna apparve gid (da altri punti di vista), in ricerche coordinate ai
potenziali in piu variabili (cfr. specialmente la 2* delle altre due Note
suddette).

Le funzioni da esaminare (per le definizioni e le notazioni ci mante-
niamo conformi ai lavori precedenti) in simboli si presentano come segue:

(1) V(@ U)E NES (Ve | Ve (Vo) 6L (@)

ma, di esse, soltanto le prime tre, e 1'ultima parzialmente, vengono ad es-
sere prese in considerazione nella presente Nota.
1° caso: Vo (GqoU). Dalla definizione stessa di Vg e Ggo segue

essere

B 0 Ui DI i el
vﬂ(Gﬂ U) —VQ_' VW, El+)w2 E? + + AWy, Em N

(") Gli hamiltoniani ed i gradienti cte. (NI, NII), 1 ed 8 luglio 1916; Gl hamil-
toniani ed i gradienti rispetto a formazioni non interamente libere, 7 novembre 1916.

() Gli hamiltoniani ed i gradienti di formaszioni estensive etc., fasc. 6°, set-
tembre 1916; Proprieta generali degli hamiltoniani e dei gradienti etc., fasc. 7°, 8 ot-
tobre 1916; Gli hamiltoniani ed i gradienti del prodotto di due formazioni estensive,
fasc. 9°, 5 novembre 1916.

(%) Hamiltoniani e gradienti particolari nell’analisi ete., novembre 1917 (in ap-
presso verrd indicata con « N Ist. L.».
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quindi, visto che Go U @ di specie ¢, sard Va (Gg U) eguale alla diver-

@

oenza di Go U (N. Ist. L, n. 1): ciog si avrd

L) U 32U
\ — «./I % = — .
(2) Va(Gal) = (= ) ( Dy i NOH it i YW, ) 1

9" caso: Gq(VaU). Analogamente a quanto si e teste detto, tenuto

conto che Vo U & di specie o' n-+1—g. si ha

” : ) el 1)00" U L 1 1)ee" U | K )
(3) (‘D‘V”l ) = (— 1 )& ((ln‘\' ) i + '+(‘\7( )% 3('1.,,[ m (
U U LY
— Gn—|B, Gn—|Bs v Ga — | B
Ga NG Yo e Qs + e Yo

ovvero, per essere (E;i|Ej) = 1, (Bi|EBy)=0 (i, k= 12 P ) s

U U U
@) Ga(Val) =gt 2t t3m-

s dws
La funzione sealare, a secondo membro della (4), sard detta laplas-
siano della U, e sard indicata con LoU. Cosi, mentre per le (2),(4)

possiamo simbolicamente serivere
Va(GaU)=(— 1) Lo U | Ga(Va U)=1LaU,

da cui deducesi
(."H Lﬂ Uzu‘ﬂ lVg l‘ (-1)':';' Vu(Gn U\ )

in lingnageio ordinario possiamo dire:

) 1l gradiente [I” hamiltoniano] dell’ hamiltongano [del gradiente]
di una funzione scalare U egquaglia I’ hamiltoniano [il gradiente] molti-
plicato per (— 1), del gradiente [dell’ hamiltoniano] di U, e vale il
laplassiano di U fmu/tz]u'wn/n per (— I)P-c']: siccheé:

3) Il laplassiano di una funsione scalare U mentre equaglia sempre
il aradiente dell’ hamiltoniano di U, equaglia ' hamilloniano del gradiente
di U, soltanto rispetto a formazioni di specie pari in qualunque spaszio
e rispetlo a formasioni di Specie dispari in ispasii a numero pari di
dimensioinl.

In orazia della definizione di divergensa (cfr. N. Ist. L.) di una fun-

zione estensiva, quando per questa si prende Go U, e del 1° caso prece-
deute, a fianco della (5) possiamo scrivere

(6) LQU:1——1)9?' Do (GaU)';
vale a dire. in linguaggio ordinario:

11 laplassiano di una funsione scalare U vale la divergenza, mol-
tiplicata per (— 1)%. del gradiente di U. — Con significato evidente per
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le abbreviazioni di parole introdotte, ma con 1'intesa che non @ opportuno
abusarne nei caleoli, anche per 1'incertezza che potrebbe seguire dalla com-
pleta soppressione della €, alle (5), (G) potrebbero sostituirsi le seguenti:

(5") grad ham U = (— 1)?* ham grad U = lap U
(6") lap U = (— 1)?" div grad U ;
sicehe, én ogui spazio rispetlo a formazioni d’ordine pari, ed in iSpasii

ald wn nwmero pari di dimensioni pure rispetto a [formasioni d’ordine
dispari, vale la relazione

(7) lap U =divgrad U,

mentre che negli spasii ad un nwmero dispari di dimensioni, rispetto a
formasioni d'ordine dispari, vale l'altra

(7") lap U = — divgrad U.

Un breve esempio al riguardo non é senza interesse presentarlo qui.
Sia ., nello spazio ordinario mzsto di punti e vettori, il punto (o il vettore)

(8) Q=ctazi+yj+:k (0 Q=ai+ yj—+ k)

e sia U(z,y,8) una funzione di esso punto (o vettore); siccome si ha,
per entrambi i casi, =3 , o=1, o'=n-+1—p=3, cosi sard

20U |, U n*U)
! div or =—(— + — ).
(8" div grad U ( S T o
Se, in vece, si suppone . essere un vettore nello spazio wvettoriale puro,
ed U la medesima funzione testé considerata; siccome, in tal caso, si ha
n=1¢0 =2,p0=1, cosl sard
U i U
Azt YA

2?0
(8") div grad U = -+ EY R

3° cas0. Vo (VaU). Dalla espressione del Vg, per funzioni scalari
segue essere:

(9) Va(Val)=vg, ; (— 1)’ (To. IE, -

U 20 ).
Yo, 3 s o 'E"‘)\'

AWy,
@ quindi, poiché ora & (con riferim. alla espress. di VU, per U di specie o)

o=¢ ,0+o<nt+1 . donde 20 <n-1, sard:
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ottn+1 ) )U "
(9) Va(Vql)=(—1)"* ’vﬂ(ﬁwl |:1)+
- QUNE W N
+vﬂ(bwl“h‘.‘) + * vﬂ.( YO lunl)‘ ==
o DU Cp B By By 4 =0 [ [Ey | By Ba|E,] A -
= (=1} 5oy 1B Bs = (Bs [E] - oo B [ B BB ] -t
¥U - g 1By 4By |E _ U e B BB
i vee | Bi [ By | B[ B+ -+ + 55— aw.,.['l””’"' En < |Eon | Bpei]

con ¢ < k, dopo avere osservato che, a fianco del fattore (— 1)#'™+0 | sj
presenta ancora il fattore (— 1)°", che o' (n 1) 4 00' = ¢' (mod 2) e che
E;| Bx =0 per tutti i valori distinti di 2,% da 1 ad m. In una forma
concisa, la formula precedente sara scritta:

N IR e
(10) Vﬂ(v\:["):(;l\é\ — (Iu,l‘;k-*—h;,E.')

=~ dw; Yy
(., k=1,2,...m;s < k).

Se, econ o' =0, & o' +o=n-41, ovvero 2¢'=n -} 1 1'espressione
(10) pel V4 (VqU) rimane immutata ; ma se, con ¢'=o0, ¢ ¢'4+0>n-}1,
ciod 20" > -4 1, allora il calcolo precedente circa la potenza di —1 che
deve accompagnare l'espressione a 2° membro della (10), porta che deve
essere (— 1)°. Cosi, per 2¢" = 1, ovvero per 2¢ = n -1 si ha la (10),

) =

e per 200 =n-1, cioé 20=n-1, si ha la

0 L L E
— = U‘;, ]Lu)‘—f—Eklhl').

dW; YWy

(10') Va(Val)=(—1rF Y
Ma, se o =o', cioé se 20 =n-1, si ha
(11) ExEi = (—1)?* E; Ex = (— 1)*" E; E) (¢, /% come sopra);

e se &, invece, 0 = o'. cioé se 20 =n -1, si ha

(11" ExEi=(— 1) E; Ex = (— 1) E; Ex (¢, % idem):
dunque: Se 20 = 2 - 1, dalla sostituzione in (10) di (11) si ha

0

QmW; VW

(12) Va(Val)=[14(—1)F]3Y Ei; Ex (2, %4 come sopra);

e se 20 = 71, dalla sostituzione in (10') della (11’) si ha

DI = ,
St |Ei Ex  (Z,/% come sopra).

(12) Va(Val)=[14(—1F]3¥
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Intanto. notiamo subito che, se o' ¢ dispari, cioé se o ed n—1 sono
di parithd diversa (ovvero se ¢ ed 7 sono della stessa parita, voglio dire se
sono della stessa paritd la specie della formazione Q ed il numero 2 delle

dim. dello spazio in cui si opera) ¢ s¢ ¢ o = o', la (12) fornisce

d in modo analogo, s¢ ¢ ¢ dispari ed ¢ o < o' questa medesima (13)
e fornita dalla (12'). Ne concludiamo che, eccettuato i casi in cui sia o
pari e 0 = o', ovvero Sia o pari ¢ o = o', Uhamiltoniano dell’hamilto-
niano d'una funzione scalare U ¢ identicamente nullo. — Nei casi eccet-
tuati, dalla (12) per o' pari e o = o' ovvero 20 = n—1, e dalla (12)
per ¢ pari e o =o' ovvero 20 =n -1, si ricava che lespressione del-
U hamittoniano dell’hamiltoniano di una fupsione scalare U ha la forma
di tipo unico sequente:

2
S T e 20—, s (5 s 0 ey

= W, th

Attenzione speciale merita il caso in cui sia 20 <n -1 e o pari;
ma di esso sard fatto rilievo nella Nota successiva.

Fisica matematica. — Omogeneita delle Equazioni e Simi-
litudine nella Fisica. Nota II di PAoLo STRANEO, presentata dal
Corrispondente Dr LEGGE.

CRITERII PER L'APPLICAZIONE DEI PRINCIPII PRECEDENTI.

1. Per proseguire nella ricerca iniziata nella Nota precedente, sono in-
dispensabili alcune considerazioni generali sui criterl tipici coi quali ven-
gono ordinariamente applicati i prineipi dell' Omogeneitd e della Similitudine.

Possiamo dividerli in due categorie nettamente distinte.

La prima comprenderd 1 metodi che procedono dalla considerazione di
infiniti sistemi astratti, simili a quello che si vuol studiare secondo rapporti
di similitndine completamente arbitrari per le entitd fondamentali e in
accordo colla teoria delle dimensioni per le altre, e cercano le relazioni
fra entitd fisiche che rimangano invariate quando si passi dall'uno all'altro
di detti sistemi.

La seconda comprenderd invece i metodi che procedono dalla conside-
razione di sistemi simili, ai cui rapporti di simililudine siano stati imposti
opportuni vincoli, in modo che possa rimanere invariato qualche elemento
essenziale di questi sistemi; per es. alcune proprietd caratteristiche del mezzo
in cui avvengono i fenomeni, o del fluido su cui galleggiano i corpi si-




