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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Meccanica. — ds* einsteiniani in campi newtoniani. 1: Ge-
neralita e prima approssimazione. Nota del Socio T. LEvI-CIviTA.

La questione che ¢ oggetto della presente Nota e di alcune altre che
le faranno seguito si imposta fisicamente cosl:

Una regione dello spazio & sede di un campo di forza — nell'ordinaria
meccanica si direbbe senz'altro newtoniano — dovuto all'azione di masse
esterne al campo. Supposto che le jmasse non si spostino e che non inter-
venga nessun'altra circostanza perturbatrice, si stabilisce — pur valendo la
nuova meccanica di Einstein — un regime statico, poco diverso da quello
che risponde alla tradizione classica, le condizioni di equilibrio dovendosi
desumere dalle equazioni gravitazionali di Einstein. Il nostro scopo & ap-
punto di discutere le principali conseguenze di codeste equazioni nel caso
semplice teste specificato.

Dacche il divario quantitativo dallo schema abituale & appena sensi-
bile alle piu affinate esperienze, siamo intuitivamente tratti a presumere
che ad ogni ordinario potenziale newtoniano si coordini una soluzione del-
I'anzidetto sistema differenziale, sicché il grado di arbitrarietd del suo in-
tegrale gensrale savd quello stesso delle funzioni armoniche. Cid si mette
in evidenza, direi quasi automaticamente, quando, nella trattazione delle
equazioni differenziali, c¢i si limita ad una prima approssimazione. Il poten-
ziale newtoniano — ¢*y (¢ costante universale ben nota) conserva allora, nei
riguardi statici, il suo significato ordinario (vuoi di lavoro, vuoi, cambiando
il segno, di energia posizionale di un ipotetico punto materiale mobile nel
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campo); e la metrica dello spazio ambiente subisce soltanto una altera-
0): g g

zione conforme (rispetto alla metrica euclidea che vige in assenza del campo),

1 al pros all’ A, avendosi l'elemento lineare
di modulo 1 — y assai prossimo all’ unitd, aven

dl= (1 — Y) dly ,

con dl, euclideo. . Rl 0

In questa prima Nota, prendo anzitutto occasione dai richiami prelimi-
nari [nn. 1 e 2] per una osservazione meccanica di carattere generale; ed
e c'm: nella statica di Einstein. seguitano bensl a sussistere le consuete no-
zioni elementari di funzione delle forze (entro un campo conservativo) e di
energia posizionale (di un punto materiale mobile nel campo), ma sono in
;'enemchdeim Soltanto in prima approssimazione, una & l'opposta del-
T'altra, a meno di una inessenziale costante additiva, come nella meccanica
ordinaria.

Seritte poi [n. 3]
mente della loro integrazione approssimata [nn. 4-8] col risultamento gia

le equazioni fondamentali, mi occupo qui esclusiva-

=

indicato.

Rimette alle Note successive lo studio rigoroso del sistema differen-
ziale. Nella prossima comunicazione ricaverd le condizioni di integrabilitd
illustrandole sotto 1'aspetto geometrico.

l. — RICHIAMI CONCERNENTI IL MOTO DI UN PUNTO MATERIALE

IN CAMPO STATICO.

Sia S ana porzione qualsivoglia dello spazio fisico;
3
(1) di* = > . aix dz; day
1
I'espressione del quadrato dell'elemento lineare, e V la velocity della luce
in un generico punto P di §.
L'ipotesi che la forma quaternaria fondamentale della teoria di Einstein
sia esente da termini rettangoli in 4/, ossia del tipo

(2) ds* = V2 (2 — dil?,

e che i coefficienti V?, 4 siano funzioni del posto P (cioe delle coordinate
Ly Ly To), indipendenti da t, traduce matematicamente la limitazione a
fenomeni di carattere statico.

I1 moto di un punto materiale (snpponendo al solito che si possa pre-

scindere da ogni sua azione sul campo) & retto dalla equazione variazionale

d |ds =0
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Posto per brevita
iy a0 (/.’,L'j Sy c
== z=1,2,3),

dl* L
V= > wandzidzy L=¢
1

_ﬁ:

.

con ¢ costante @ priori arbitraria, se ne traggono le equivalenti equazioni
di Lagrange (')
d ML oL

= (  =1,2,8).
dt dz; X ) (’ 3148)

(3)

Dacché L non contiene esplicitamente 7, esse ammettono il ben noto
integrale
3
< oL . 3
(4) L—),—xi=E

243, (E costante) ,
che esprime il principio di conservazione dell'energia. Infatti la funzione
della posizione e della velocitd del mobile, che sta nel primo membro e
che mantieng valore invariato durante il movimento, pud interpretarsi come
energia (per unitd di massa) del mobile stesso: basta attribuire alla co-
stante ¢ il valore, diciamo canonico, della velocitd della luce in assenza di
ogni azione perturbatrice, e prender norma dal caso elementare (V=rc e
dl euclideo) (?).

Osservazione. — Nella citata mia Nota sulla statica einsteiniana avevo
adottato per L la determinazione ,1 VE:— ot , (senza 1’ inessenziale fattore ¢),
con che le dimensioni di L erano quelle di una velocitd. Lo stesso avve-
nendo per il primo membro del corrispondente integrale, questo risultava
soltanto proporzionale all'energia unitaria del mobile. Coll'attuale L, il primo
membro di (4) rappresenta proprio la detta energia.

2. — SIGNIFICATO MECCANICO DELLA FUNZIONE — § V2,

Se ad un dato istante si annulla la velocitd del mobile, cioé ognuna
delle @; (caso del moto incipiente a partire dalla quiete), si ha in partico-
lare dalle (3)

3
3 - Ve
5) S a'ha‘k=_‘:“% Z=1.2,3
( 2@ ey ( )s
(1) Cfr. 1a Nota Statica einsteiniana, in questi Rendiconti, vol. XX VI (1° sem. 1917),
pag. 465.
(*) Cfr. A. Palatini, Lo spostamento del perielio di Mercurio e la deviazione dei
raggi luminosi secondo la teoria di Einstein, Nuovo Cimento, serie VI, vol. XIV, 1917,
pag. 40.
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le quali definiscono le 2; (i due punti sovrapposti significando, ben §'in-
tende, duplice derivazione rapporto a ¢) in funzione del posto. I secondi
2 L]

membri
) Ve
(6) X, =— = —\1_,
(in quanto derivate di una medesima funzione — ¢ V*) costituiscono mani-

fostamente un sistema covariante (di fronte a trasformazioni qualsivegliono
di coordinate spaziali). Il sistema contravariante reciproco e

X — AR . a'i® X
S E

designandosi al solito con a“® i coefficienti della quadrica reciproca al d/%.
La risoluzione delle (5) porge precisamente

i‘i — X(i) 3

mettendo in evidenza il carattere contravariante delle accelerazioni incipienti:
voglio dire delle &; spettanti ad un punto materiale in campo statico, quando
gi assumono tutte le #; eguali a zero.

Ai due sistemi semplici reciproci X;, X = 7y si coordina notoria-
mente (!) un unico vettore F (dello spazio euclideo tangente, col quale del
resto si identifica qualunque varietd nell'intorno di prim’'ordine di un suo
punto generico).

Tale vettore ¥ porge ovviamente la misura statica della forza (uni-
taria) del campo (accelerazione incipiente di un punto materiale libero, o,
8e si vuole, accelerazione che & d'uopo vincere per mantenere il punto in
quiete).

Consideriamo, accanto al punto P di coordinate z;, un punto vicinis-
simogzP" di coordinate z; 4 dz; e il trinomio (invariante)

3
D i Xidzy=—Lave,
4 z
Indicand "ele ineare PP’ AL
ndicando con d/ I'elemento lineare PP', — 1 a8 presenta come
% a6
derivata (in P) della funzione — 7 V* secondo I'arco (di una qualsiasi linea)

: A ; . dz .
uscente da P verso P'. D'altra parte i rapporti T‘ 8ono 1 parametri spet-
o

(*) Ricci et Levi-Civita, Méthodes de caleul di
B. LIV, 1900, pag. 137.

[[érentiel absolu, etc., Math. Ann.,
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tanti alla direzione PP’, e la proiezione ortogonale (col debito segno) del
vettore F' secondo tale direzione & espressa dall'invariante

d; av:

3
o R |
—,—‘X'dl Sl

Percid, definendo il lavoro elementare di F relativo allo spostamento PP,
come nell'ordinario spazio euclideo, quale prodotto dello spostamento per la
proiezione ortogonale della forza, 1'identita

dv?
— 1t ——dl=—4dV?
*dl
mostra che — [ V® costituisce la [unzione potensziale della forza che si

esercila nel campo in condizioni statiche.

Vale la pena di rilevare che, mentre nell'ordinaria meccanica questa
funzione potenziale, cambiata di segno, si pnd anche interpretare come una
energia di posizione spettante al punto mobile, ¢id in generale non avviene
nella teoria di Hinstein. Infatti dalla (4), quando la velocita si annulla, si
ha la parte intrinseca (cioé costante) e posizionale dell'energia del mobile
complessivamente espressa da ¢V, che non coincide con 4 V2, nemmeno a
prescindere da una costante additiva (inessenziale, rispetto alla funzione po-
tenziale —— 4 V2). Le due espressioni ¢V e + V® hanno differenza costante
soltanto in prima approssimazione, quando cioé il divario di V dal valore
costante ¢ & abbastanza piccolo perche, ponendo V=r¢(l 4 y), sia lecito
risguardare y come una quantitd (numero puro) di prim’ordine. Si ha allora

V=c(l4y) . 2Vi=1c (1429,

che differiscono per +¢®.

3. — Camp1 vuort — EQUAZIONI INDEFINITE.

Supponiamo che la porzione S di spazio a cui si riferiscono le nostre
considerazioni sia completamente vuota, abbia cioé densitd di energia (e
quindi di materia) ovanque nulla. Supponiamo inoltre che entro S siano
ovunque nulli gli sforzi ‘specifici. In tali condizioni si annullano evidente-
mente, in ogni punto di S, tutti gli elementi del tensore energetico (sforzi,
densitd e flusso di energia).

Il ds* einsteiniano (e con esso il d/* spaziale) sarebbe rigorosamente
euclideo, qualora il tensore suddetto fosse zero in Zuffo lo spazio ('). Noi

(*) L'affermazione & intuitiva sotto 1'aspetto fisico, rispecchiando, si pud dire, il

punto di partenza della costruzione speculativa di Einstein. Dal punto di vista matema-

———a——




c¢i proponiamo piu generalmente di indagare le limitazioni che derivano dal
.\exﬁuizve annullamento locale (in una porzione finita S di spazio).

: Le equazioni indefinite che vanno all"uopo discusse sono manifestamente
quelle della statica einsteiniana, col secondi membri eguali a zero (per es-

sere nullo il tensore energetico). ciod le sette seguenti (*):

(I) N =20,
”‘_*_\V'ftu (b =1;248)
(IT) ik v '

In queste si considera come fondamentale il d/* spaziale (anziché il ds?
quadridimensionale di Einstein): le a; sono i simboli di Ricei (che sosti-
tuiscono con vantaggio quelli di Riemann per le forme ternarie);

(€13

Mo = > a @ an
S

é la curvatura media dello spazio. Essendo notoriamente

4.V =\ gim Vik,
T ik

la (I), in virta delle (IT), equivale alla condizione di armonicita

(I A4,V =0.

4. — PRIMA APPROSSIMAZIONE.
CONSEGUENTE LINEARITA DEL SISTEMA DIFFERENZIALE.

Se si suppone che 1'espressione (1) del ds* sia molto prossima al tipo
euclideo riferito a coordinate cartesiane di spazio

cratt— \1’1/8

(]
1

giova porre, assieme a
(5) Ve=rc(l+4y),
(6) Gin = egx 4 ¢4y (i, k=1,2,3),

tico si richiederebbe invece una dimostrazione rigorosa in base alle equazioni che rac-

chindono oramai totta la teoria. Non mi consta che tale dimostrazione sia stata data,

€ mi permetto di segnalarlo, osservando che il teorema in questione si riduce, nel caso

limite della meccanica ordinaria, alla costanza d'ogni funzione

armonica regolare in tutto
lo spazio.

(") Pag. 464 della gih citata Nota, Statica ewnsteiniana.




— 313 —
col solito significato dei simboli &y (0 per z54=% e 1 per 7 =1F). Si ha cosi

3

3
(6/) dlz'— 2k i dl(dl)( f]/z-"-zl-k Cik f[ﬂ).‘ d(l)ky
1

dove df2 & l'elemento lineare dell'ordinario spazio euclideo riferito a coor-
dinate cartesiane.

Le ey sono puri numeri al pari della y, e il supposto comportamento
qualitativo del ds® equivale, in prima approssimazione, a trattare come in-
finitesime tutte queste sette quantita.

I simboli di Riemann aiu; velativi alla forma (6") [e quindi ai coeffi-
cienti (6)] si riducono in conformitd a (*)

2 T 2,5, 2 .
O (Rl g O g S E T ”’")(z',;nh,/f=1,2,3),
¥ T ITE | AT T ATy i 0Ty

Dacché, a meno di termini di prim'ordine, le a“™ conservano i valori
euclidei &, ne consegue
3 3
Gix = }l:j,, ayP Aij,hk = _\I_J Qij, jk =

% Pk %65 + % i % ey e )
I \a dwx | dmdTy 0 8y)

.e|~

In generale le G sono legate alle e di Ricei dalle relazioni [(14)
della Nota Statica einsteiniana, gid due volte citata]

iy — G,’k + 9J(€) ik »

Coll'espressione delle Gi; testd ricavata, dato che, nel caso presente,
Mo =0 a norma della (I), risulta
3 2, )2 4 2,
M e=iY, (R leTa T
1

T DTk 25 QT; T s T

La determinazione delle incognite y,ex va desunta dalle (I), (II), o,
se si vuole, dalle equivalenti (I"), (II).

Importa rilevare che, a meno di termini d’ordine superiore al primo
(nelle y,eq), lo derivate covarianti Vi di V=c(1 + y) rispetto alla
forma (6) coincidono colle corrispondenti derivate ordinarie di cy. Con cid

JQV— (,‘zf,)',

rappresentando 42 lordinario parametro differenziale di 2° ordine relativo

() Bianchi, Lesions di geometria differenziale, vol. I [Pisa, Spoerri, 19027, pag. 73;
Foppure Ricei et Levi-Civita, loc. cit., pag. 142.
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al df3, ciod l'operatore >, —— . Le (I'), (I1) possono quindi seriversi
al di}, P e

T T

(8) A3y=0,
)2 Yy . ¢
o S 5 k — b y 3)|
(9) ®ix — N ( R :

dove le aj sono le combinazioni lineari (differenziali del 2° ordine) (7) delle

incognite e .

5. — ISOLAMENTO DEL PROBLEMA STATICO.

Ricordando dal n. 2 che — 1 V2, o, cid che & lo stesso, — 1 (V2—¢?) =
=—¢* y costituisce i/ potenziale (statico) del campo, appare dalla (8) che
questo (come nella teoria classica dell’attrazione newtoniana all’esterno del-
'agente) ¢ sottoposto alla restrizione di essere [unzione armonica, nonche,
ben si intende, regolare nel campo. Il campo stesso — data la forma
della (8) — si comporta, nei riguardi della legge di variazione del poten-
ziale, come se fosse euclideo e riferito a coordinate cartesiane.

Le (9) — lo accerteremo tra un momento — non implicano alcun ul-
teriore vincolo per la funzione y; quindi. Znversamente, ogni y armonica e
regolare in S da luogo ad un campo possibile. Cid ¢ perfettamente con-
forme allo schema ordinario, secondo cui il gradiente d'ogni funzione armo-
Dica e regolare in un campo pud essere (in infiniti modi) realizzato mediante
I'attrazione di masse esterne al campo.

6. — IL PROBLEMA GEOMETRICO — SOLUZIONE PARTICOLARE.

Venendo oramai alle (9). si nota in primo lnogo che una soluzione par-
ticolare si ha prendendo

(10) bik = — &y (¢ =17,258):
La verificazione & immediata, attesa I'espressione (7) delle ay e 1'ar-
monicita della y.
Siccome poi le (3) stesse costituiscono un sistema lineare, non omo-
geneo, nelle ¢, I'integrale generale si ha senz'altro componendo (per via di

somma) la soluzione (10) con la soluzione piit generale delle equazioni prive
di secondo membro

cip=0.

Dacché y non interviene piu, & provata 1'affermazione del n. prec. circa 1’iso-
lamento del problema statico.
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L' integrale generale del sistema «; =0 & ben noto; ma, come sl pre-

ciserd qui appresso, non ha per noi importanza, corrispondendo soltanto a
cambiamenti delle coordinate di riferimento.

7. — CARAT’I‘ER.E INESSENZIALE DELL'ARBITRARIETA FORMALMENTE SPET-
TANTE ALL' INTEGRALE GENERALE.

L'annullarsi delle «j, esprime (rigorosamente, non soltanto nel nostro
ordine di approssimazione) la condizione necessaria e sufficiente perche il
corrispondente d/® (ternario) sia euclideo, ossia riducibile con acconcia scelta

3
di parametri alla forma > . dy?. Percid, dette genevicamente x,, &3, &5 le
1~

coordinate di riferimento, la maniera piu generale di definire un di* euclideo,
rispetto a tali coordinate x, si ha manifestamente introducendo una qualunque
trasformazione fra le 7 e le «,

.'/1=.’//(‘/.lv‘/>2-"'»‘) (I:1v213)7

e prendendo per coefficienti «;, quelli che risultano dall’esprimere N T
S5
mediante i differenziali delle 2. Assumendo, come & sempre lecito, le fun-

zioni yi(2, , 25, 23) sotto la forma
"i'}‘si(’vl ST
8i ha (per materiale introduzione dei corrispondenti differenziali nel tri-
i
nomio > l.d!/f’)
S

3
it = :\_xk ai dvy day
T

con
NE NE SN NE
1 S ISk Ni dSy5 JdS;5
iy ey 1 (250 250 S
ik 1 + 2 ()‘/,){ + )-"i - J ).77; le

Per rispecchiare la limitazione al prim’ordine delle differenze aix — &ix,
colla specificazione ulteriore che sia dello stesso ordine il divario fra il re-
ticolato cartesiano delle y e quello (curvilineo) delle z (*), basta (e occorre)

(Y) In difetto di tale specificazione, si esige soltanto che risultino infinitesime le
sei quantitd (numeriche)
0 | & L L]
e S
I Tx OT; —l-J T 0Tk
e ¢id pud oftenersi, come ha mostrato il prof. Almansi [L'ordinaria teoria dell’elasti-
citd e la teoria delle deformazioni finite, in questi Rendiconti, vol. XXVT (2° sem. 1917).
pp. 3-87, anche senza che sieno infinitesime le stesse &.

REnpIconTr. 1917, Vol. XXVI, 2° Sem. 43
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poter trattare come infinitesime le funzioni & (assieme alle loro derivate).
Ne risulta

(11) en=1|

D
USH

Dk

che costituisce 1'espressione formale dell’ integrale generale del sistema omo-
geneo a;; = 0 [le @i dipendendo linearmente dalle e, a norma delle (7)].

Ma non & questa espressione formale che importa ritenere, sibbene la
circostanza che il termine (11) [da aggiungere a (10) per avere 1'integrale
generale del sistema (9) a secondi membri non nulli] si pud sempre ren-
dere eguale a zero mediante opportuno cambiamento di coordinate: sosti-
tuendo cioé alle = le combinazioni

(12) Yi=x;i -+ &i(x, , T2, ),

3
con che l'espressione del @/® si riduce, per costruzione, a » , dy?, annul-
T

landosi tutte le differenze aix— & .

Scelte per variabili le y, si deve naturalmente far subire la trasfor-
mazions (12) anche alla soluzione particolare (10). Ma la (12) — doven-
dosi risguardare le £ infinitesime al pari di y — si riduce, nei riguardi
della (10), alla materiale sostituzione delle y alle z. Rimane percid inal-
terata, anche riferendosi alle 4, la espressione (11) della soluzione parti-
colare che sola ci interessa.

Si noti inoltre che rimane egualmente inalterata la forma elementare
(somma delle derivate seconde) del parametro 43y. ‘

8. — FORMA CANONICA ‘DEL ds®.

Si raccoglie da quanto precede che, entro wn campo vuoto, al poten-
slale statico (in prima approssimazione newtoniano) — ¢® si collega una
allerasione metrica dello spazio ambiente. Scelte opportunamente le coor-
dinate di riferimento (le y del n. prec., che qui indicheremo con z) y pud

Titenersi soluzione (a priori qualunque, purché regolare nel campo) dell’equa-
swne di Laplace
2, 2 2
0%y R 4 %y
— S — = (1)
d l'? _i_ J./‘g + dT5 ?

a1 coefficienti 2y, del quadrato dell'elemento lineare competono (colla stessa

approssimazione) le espressioni iy — 2¢€5y , con che

Al = (1 — 2y) (dat + da + da).
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Come si vede, lo spazio mon resta in generale enclideo, nemmeno in
prima approssimazione, ma é soltanto (in tale approssimazione) rappresen-
tabile conformemente entro uno spazio euclideo.

In definitiva, il ds* globale di Einstein che conviene ad un assegnato
campo di forza newloniano di potenziale — c*y é dato da

(13) ds® = c*(1 4 2y) dt® — (1 — 2y) dis
(dl, elemento lineare di uno spazio euclideo).

Per il campo di un'unica massa (— ¢® proporzionale all'inversa della
distanza dalla massa), 1'espressione (13) del ds* era gia stata esplicitamente
segnalata da De Sitter (*). Il caso di quante si vogliono masse (che corri-
sponde sostanzialmente ad una arbitraria funzione armonica y) € poi impli-
cito in una notevole formula di seconda approssimazione stabilita da
J. Droste (%). Con tutto cio mi & parso opportuno, proponendomi una ri-
cerca sistematica sugli spazi vuoti, di far posto anche a questi risultati di
prima approssimazione, tanto piti che vengono cosi meglio lumeggiati, e si
ottengono nel modo piut spontaneo senza sviluppi materiali di calcolo.

Paletnologia. — Ancora la Grotta preistorica di Equi. Nota
del Socio CarLO DE STEFANI.

Avendo continuato mel 1917 gli scavi da lungo tempo intrapresi nella
Grotta preistorica di Equi nelle Alpi Apuane della quale detti un Resoconto
all'Accademia (Rendiconti del luglio 1916) e che illustrai a lungo di re-
cente (*), do un nuovo cenno delle ulleriori scoperte.

A mefri 1,30 verticalmente sotto il focolare descritto, e cosi a m. 5,10
sotto il piano del piazzale della Tecehia si trovd un altro focolare pianeg-
giante, pit limitato, presso la parete sinistra della Grotta, non lontano dal-
1'ingresso, quindi un poco indentro al pendio di pietrisco che la super-
ficie della Grotta stessa aveva dall’esterno verso 1'interno. Di questo focolare
avevamo trovato appena qualche indizio negli scavi precedenti.

Cola il pietrisco & scarso, anzi scarsissimo e predomina la sabbia gial-
letta derivante dal lento e vegolare sfacimento delle pareti silicifere.

(*) Cfr. Einstein, Ndkerungsweise Integration der Feldgleichungen der Gravitation,
Sitzungsberichte der K. Preuss. Ak, der Wiss.. 1916, pag. 692.

(*) Tha field of m moving centres in Einstein's theory of gravitation, K. Ak. van
Wet. te Amsterdam, Proceedings, vol. XIX, 1916, pp. 447-455.

(®) La grotta prejstorica di Equi nelle Alpi Apuane (Axch. per 'Antropologia e
la Etnologia, vol. XLVI, 1916).




