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Matematica. — Ricerche sulle congruenze di sfere e sul
rotolamento di superficie applicabili. Memoria del Socio L. BrancHr.

Questo lavoro sard pubblicato nei volumi delle Memorie.

Matematica. — Le serie di funzioni sommate col metodo di
Borel generalizzato. Nota di Gustavo SANNIA, presentata dal Socio
Engrico D’Ovipio (V).

1. In una Memoria di prossima pubblicazione (?), della quale ho dato
un sunto in una recente Nota (°), ho esposto un metodo di sommazione
delle serie che & di grandissima potenza e che tuttavia ammette tutto l'al-
goritmo delle serie assolutamente convergenti.

In questa Nota mi propongo di applicarlo alle serie di funzioni

(1) o (2) + 1, (@) + s () -

2. Consideriamo percid la serie associata di ordine r alla (1) (M, n. 5;

N, n. 1)
00 (X"
!

(2) w” (e 2) =D tner(@)

=0
che si pud scrivere per un intero » gqualunque (anche negativo), perche as-
sumiamo, per convenzione, u,(x) =0 per » < 0. Supporremo « = 0.

Allorche per tutti i numeri 2 di un intervallo (a,b) la (2) e una tra-
scendente intera in « e 1'integrale improprio

3) (7 reun (@, 2)da

0

@ convergente, diremo (M, n. 9; N, n. 1) che la serie (1) ¢ sommabile col
metodo di Borel di ordine r (*) nellintervallo; e diremo somma della

() Pervenuta all’ Accademia 1’11 luglio 1917.

(*) Nuovo metodo dv sommazione delle serie, estensione del metodo dv Borel (com-
parird nei Rend. del Circolo mat. di Palermo. Premetteremo una M alle citazioni del
testo che si riferiscono a questa Memoria.

() Generalizzazione del metodo di Borel per la sommazione delle serie (questi
Atti, vol. XXVI, serie 58, 1° sem., fasc. 11°). Premetteremo una N alle citazioni del testo
che si riferiscono a questa Nota.

(*) E scriveremo 2 sommabile (B, 7).
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serie 1'espressione
* o0

(4) u(x) = U, () ‘ e *u" (e, 2) dee,

0

ove

U,.,,{./'\:H. se =<0 e U,»_;(J)—"(o(.l')—*—'ll(.l')—{— - —f—xr,._l(.l'), se » >0,

Che se poi la detta convergenza della serie (2) per ogni « =0 e del-
I'integrale (3) & uniforme nell'intervallo (a,%). diremo che la serie (1)
sommabile (B ,7) uniformemente nell intervallo.

3. 11 concetto di sommabilita (B,#) & una estensione del concetto di
convergenza (‘). Ora vogliamo dimostrare che la sommabilitd (B, 7) uniforme
& una estensione del noto concetto di convergenza uniforme, almeno per la
serie di funzioni limitate. Precisamente:

TroreEMA. — Ogni serie (1) di funsioni limitate in un tntervailo

(a,b) che in esso sia uni/ormemente convergente con somma u(ic) é anche

sommabile (B, 7) uniformemente in (a,b) e con ugual somma (qualunque
sia 7).

Per ipotesi, Un(x), definita dalle (5), tende ad u(z) uniformemente

in (a.b); cio vuol dire che: dato un numero & > 0, esiste un numero in-
tero m indipendente da x (e che supporremo maggiore del valore assoluto
di » — 1), tale che risulti

(6) Uperar (@) —u(z)||<= per n=m e e =<=z2=0.

Ne segue the, essendo

[7) r———\_
=0

una trascendente intera, tale sard pure la serie

/ 0 Y > a”
(8 D [Unira (2) —u(2)] —

n=>0 n

la quale sara, inoltre, uniformemente convergente in («,#) per ogni & = 0.
E delle stesse proprietd godra la serie

7

9) U2 (2 z) =3 Uperd 1 () e

(24
n=>0 n.

(*) Poiche ogni serie convergente é sommabile (B, r) e con uqual somma (M, n. 10;
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Ne segue che la somma della serie (8) sarh U= (a,x) — e*u(z) e
che quindi si avrd
e rUr-D (o ) — u(x) = e=* S (U ar — u(2)] Z 19
da cui g
m=1 n
(10) e Ur—D(z) —u(2) | < e* > ‘ Upiror (2) — u(2) % I

n=0

© o
+ e ’}Tm Uperm () — u() b
ove m & il numero poc'anzi definito.

Poiche, per ipotesi, i termini u,(x) della serie (1) sono funzioni limi-
tate in (@, 6), tale sard pure la funzione U,.,_,(z) (5); inoltre, per la (6),
anche la funzione u(x) — U4 (z) & limitata per » =m; dunque sard
pure limitata la funzione #(x). Quindi, infine, saranno limitate le funzioni

Unerai(@) —u(@) (2 =10,1,..,m —1);
sicche esisterd una costante positiva K maggiove dei moduli di queste fun-
zioni in (a, b).

Per cid e pel fatto che, dalla (6),

@®

Y n+r— "l") = u(‘l’")

n=m

a (10) da
(11) =0-1U<r b (2) — u()

Intanto, per il teorema di 1'Hospital,
m—y n
lim ey — =0,
o =l
quindi esiste una costante /2 > 0, tale che risulti

m—1 «

e —<LK per a« >h.
In conseguenza, la (11) da
le* U=V (a,z) —u(z)|<e pr a>h ¢ a=z=0b.
Cid dimostra che

(12) lim ¢~*U"" (a,x) = u(x) uniformemente in (a,?).
=00

Ora osserviamo che la serie di funzioni di = (2) é uniformemente con-
vergente in («,b) per @« =0, poiché pud dedursi dalla (1), che & ivi uni-
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formemente convergente per ipotesi, moltiplicandone i termini per i fattori

et R ]
positivi - che, a partire da un certo », sono minori di 1.
n.
Ricordiamo, inoltre, la relazione identica (M, n. 6) facile a verificare
d

W [e—a U(r—n(a ’ J)] — % u"‘ (a [ (l‘) .

Integrandola tra i limiti 0 ed « ed osservando che, per la (9), &

USSR (05N =y Go)
si trae che

(13) = U0 (a, 2) = Upey (@) + | e2u® (@, 2) der.
<o

Per la (12), il secondo membro tende, come il primo, uniformemente
ad u(x) per e« =0, percid 1'integrale (3) & nniformemente convergente
in (a,b) e sussiste la (4). Dunque la (1) & sommabile (B, 7) uniforme-
mente in (a,#) e con somma u(x).

3. Tutti i teoremi noti sulle serie uniformemente convergenti si lasciano
estendere alle serie sommabili (B .7) uniformemente.

I. Se una serie di funsioni (1) ¢ sommabile uniformemente in un
intervallo (a,b) e se in un punto x=-c dell’ intervallo i suoi termini
sono funzioni continue, v anche la somma u(z) della serie ¢ [unzione
continua.

Giusta 1'ipotesi, la serie (2) & costituita da funzioni continue per
z=c ed & uniformemente convergente in (a,b) per ogni « = 0, quindi
anche la sua somma «“’(a,x) & funzione continua per & =c¢ e per ogni
eEs="00)

Da ci0 e dalla uniforme convergenza dell integrale (3) in (a,4) (che
pure discende dall'ipotesi) segue che anche detto integrale & funzione con-
tinua per z=c. E poiche tale & pure U,_, (2) (5), ne risulta, per la (4),
che anche la somma della serie & funzione continua per z=c.

II. Se una serie di funzioni integrabili ¢ sommabile (B ,r) wuni-
formemente in un intervallo (a,b) con somma u(z), la serie formala
dagli integrali dei suoi lermini [ra i limiti ¢, e ¢, (a < ¢, < co <) &
sommabile (B,7) ed ha per somma analogo integrale di w(z). In tal
senso Si pud Scrivere:

(e © et r
2 = 2
| S u(z)de=>S un(z) dz .
Je = n=0+/Cy :
Per ipotesi, la serie (2) é uniformemente convergente in (a,6) per
ogni « = 0, quindi é integrabile termine a termine, dando luogo ad una
serie convergente per ogni « = 0. Posto

(‘F’ % (eeh; @) di = §i(a) b s ( /.'//n((/;) dzi—Vju

(
€y

Jey




— 81 —
si ha quindi la serie

al
(r( a) y ]n+r ﬂ— ’

che & la serie associata di ordine » alla serie (numerica) Zj...
Segue inoltre dall'ipotesi che 1'integrale (3) & uniformemente conver-
gente in (a, ), quindi & lecito scrivere

(14) [C'd-z‘ f e u" (o, ) da =
gy

atd Cs ® )
= ’ e~%da r u" (e, J‘) dx :f e'“](”(a) de
/Gy 0

-0

e l'ultimo integrale & convergente.
Infine, per la (5),

(15) f e

ove
Joi=0 se r=0 e Joo=j,+5=4+ +jrm se »>0.

Dalle (14) e (15) segue che esiste 1’integrale del secondo membro
della (4) e quindi anche quello 7 del primo e che si ha

0
j = Jr_l + [ e-a]'(r) ((x) da,
0

il che prova che la serie S j, & sommabile (B,7») con somma j.

III. Se una serie (1) di funzioni derivabili ¢ sommabile (B ,7)
in un intervallo (a,b) e se ivi ¢ sommabile (B,r) wuniformemente la
serie formata dalle derivate dei suoi termini, la somma di questa serie
¢ la derivata della somma della prima. In tal senso si pud scrivere:

d < dun(x)
dz Z tale) n>=o dz °

Si dimostra, come 1'analogo teorema sulle serie di funzieni sommate
col metodo ordinario, applicando il teorema II alle serie delle derivate.




