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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Sulla integrazione dell’equazione
@ rt—s*+c(p*+¢°)*=0.

Nota del Socio Luicl BiancHI.

1. Sia z=2(z,y) una superficie integrale dell’equazione (I), dove ¢
indica una costunte. Denotando con K la curvatura (totale) di S e con 6
I'angolo che la sua normale forma coll'asse Oz, abbiamo

e e e P+ ¢

sen 6 =

_(1+]’?+'/Q)? ; 1 ]—*—-//?-Jl—r./'f‘

onde la (I) si traduce per la (S) nella proprietd geometrica espressa dalla
equazione seguente:

(I*) K-+ csen*=0.
Distinguendo i due casi della costante ¢ positiva, ovvero negativa, por-
1 155 5 : :
remo ¢ =—; 0 ¢ = — — rispettivamente e dimostreremo quanto segue.
a a
1 o : .
1° caso: ¢= —;. — L'integrazione della equazione
a
2 2)2
)2 - %)
(1) /'/—.\'2~{—-——(" +/—-=U

at

si riporta, in generale, a quella della nota equazione

Vi i
(2) = w—{-(p—u
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che si sa integrare completamente per funzioni di Bessel (Du Bois Reymond);
ed in un caso particolare (per superficie rigate) all'altra

d'integrazione immediata. Da ogni soluzione nota della (2) si ottiene, per
quadrature colle formole di Lelieun

, una superficie S (non rigata) integrale
della (1). Quanto alle r

che si deducono similmente dalle soluzioni
della (2%), sono conoidi vette con generatrici rispettivamente parallele a
quelle dell'elicoide rigata ad area minima e poste con queste in un piano

erficie psendosferiche, cosi anche per le superficie in-

#

frasformazioni asintotiche (per congruenze W)

alla classe delle trasformazioni di Bicklund. Esse cangiano

classe (1) in altre ricate.

2° caso: ¢= — — . — L'integrazione della corrispondente equa-

si riconduce a quella della celebre equazione della fisica matematica

T—@=0

(4) Y | V9

1¢ cosl attribuito un nuovo significato geometrico.

alla quale

Per le superficie integrali della (3) le ftrasformazioni asintotiche, ap-
plicate una prima volta, riescono essenzialmente immaginarie; ma anche qui
comporre due tali trasformazioni coningate immaginarie per dedurne
rmazioni 7eals, che si interpretano in semplici formole per le soluzioni
equazione (4).

2. In un primo modo stabiliamo i risultati ora indicati riferendoci a
formole generali per la rappresentazione sferica, le quali si prestano util-
mente in molte altre ricerche.

Si sa che sulla sfera di Gauss le immagini sferiche («, ) per le linee
asintotiche di una superficie non possono scegliersi ad arbitrio, ma debbono
soddisfare alla condizione (necessaria e sufficiente) del Dini
- (12 d (12)
) S T )

(12) (12

dove i simboli di Christoffel
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mento lineave sferico in coordinate e ,f. Se con K =— — si indica la
curvatura della superficie, si ha
(5%) (,lilo‘ggzﬁ_),l‘l; dloge (12
dee R EDR) 2 \\p’ —'l]\l‘
e la superficie corrispondente & individuata a meno di un'omotetia.
Sia ora
(0) ’/SZZU’/\%Q—*‘E/' du d/.‘+/////’2

I'elemento lineare sferico riferito a coordinate curvilinee u,v arbitrarie, e
si domandi di cangiare le #, v in altre variabili e, g rispetto alle quali
sia soddisfatta la condizione (5) del Dini. Plocudendo come per le equazioni
di Darboux relative alle asintotiche virtuali nel problema della deforma-
zione (1), si trova che le %, v, quali funzioni di «,g, debbono soddisfare

al sistema di equazioni del 2° ordine del tipo iperbolico:
L) dlogo | du du
,1_ el
Qe r + DU dee ‘\‘3 —I_

(12 ; 2 logo Q. Y (22)w w
. o q 8 I : =
+l: AV ]( a ) + ga\ (1 Y P .

op p
2% {11 ) du 1_ ) 1 dlogo
o = Ix
e )‘S i_¢ 24 )(( ,; —l— ‘_), U

/Y Y _; logoT| v .
x (2 | ud0) 42 Lt
da )p ,p’ \a 2 e AP

(A)

(tk)
(o)
o =o0(u,v) s intende una funzione assegnata arbitrariamente di z,v. Le
(A) sono appunto le equazioni per le immagini virtuali di asintotiche che
volevamo stabilire, e corrispondono esattamente alle indicate equazioni di
Darboux. Fsse possono servire a trattare il problema di trovare le superficie
per le quali la curvatura K & un'assegnata funzione della giaeitura del
piano tangente (di p,q) (%). Ne visulta in particolare: esiste una ed una

dove i simboli si riferiscono all’elemento lineare sferico (6) e per

sola superficie della classe con due curve sferiche assegnate quali vmma-
gini sferiche di due asintotiche di diverso sistema.

Se la superficie & a curvatura positiva, si avranno formole reali ana-
loghe alle (A), riferendosi alle immagini sferiche (e, B) di un sistema ¢so-
termo-coniugato sulle superficie. Le formole si scrivono ora:

(*) Cfr. Darboux, Zegons ete., t. III, pag. 290, e la mia Nota: Sulla deformazione
delle superficie flessibili ed inestendibili (Atti dell' Accademia d Torino, vol. XL, 1905).

(%) Si tratta qui dunque dell’equazione a derivate parziali 7t — s* =TF(p,q)-
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(B)
dove per y 0 @ 8l
& posto, colle otaz
' = () ()
eitias Szl Py LR ( o E 5] ( 8
U D Tan

applicare i noti teoremi sulle equazioni di guesto tipo al corrispondente
problema (di Minkows

Queste equazioni (B) appartengono ora al fipo ellitfico e si possono

3. Particolarizziamo le coordinate sferiche z, v nelle ordinarie geogra-
fiche, che danno al ds®* la forma
ds? = dut —— Sen-u 5/'1

Le equazioni fondamentali (A), (B) diventano rispettivamente

) “U 10g 0 ou
2y —
\ dee Vf U +
‘ 1 2loge U oL U 2
0 - \ W 2
(A') + == ( o ) — sen % cos % — —
2 QD dee Vfp P o Dﬁ

= =90
W e

’ 22y 1 dlogo Y Y Y 31o¢ >
‘+(cotu+_ - !Hﬂ +'Ui)+il“’jgm) i

dee Vf B e

,v)—senu cosu 4,v =0

2 log

[ 430+ (2 cot u 4 225 )Vm‘v>+ lm”'vfnzu
0
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Applichiamo queste formole alle superficie della classe (I*) ponendo

e distinguende i due casi K< 0, K >0.

gen’ %

8% ealslol K:——a—ﬁ. — La seconda delle (A*) diventa

2

A0

= =0,
da dff ?

e la » & la somma di due funzioni: una di «, l'altra di g. Ma occorre
suddistinguere il caso generale ) in cui v contiene tanto « che g, dallo
speciale ) ove v dipende p. es. solo da a. Cangiando i parametri e,/
possiamo fare

v=a-4 £ nel caso generale «)

V= nel caso speciale 4).

Dopo cid, cangiando nella prima delle (A*) la funzione incognita
nell’altra

¢ =—cotu,

essa ci da per ¢ l'equazione

) P
L9 + ¢=0 nel caso a)
LR ) nel caso 0), )

che sono appunto le annunciate forme normali (2), (2*). Ad ogni soluzione ¢
della (2), o della (2*), corrisponde cosi una superficie della nostra classe.
Ma nel secondo caso 4), le immagini sferiche delle asintotiche e« essendo 1
meridiani v = cost., la superficie & manifestamente rigata e le sue genera-
trici sono ortogonali all'asse z. Cercando direttamente queste conoidi rette,
si trovano subito date dalle equazioni parametriche

—Vecosv—usenv , y=Vsenv—-|ucosy , z=

con V funzione arbitraria di ». Hsse si deducono dall'elicoide rigata ad
area minima

xrT=usenv , Y= ucosv y 8=,

colla costruzione indicata al n. 1.
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Le attuali conoidi rette danno le soluzioni comuni alle due equazioni

del 2° ordine

=« S =L =
\
)° —+ )
et I = ()
] [ T =
i
che formano dunque un sistema ¢z involusione
20 S0 K = — = — [ _\(\‘Hjlw‘lj delle (B* diventa
f.0=>0
e I sotermo coniugato (e, #) in un altro, possiamo
Do g Seén 10 1 a gerl ta
Dopo cid la ima e (B cangiando la funzione incognita # nel-

diventa l'annunciata equazione (4) della fisica matematica

nire 1'indicata riduzione del problema alle

4, Un

equazioni (

dalle formole di Lelienvre (') per una superficie

riferita alle sue asintotiche (e, ), ovvero (per K > 0) ad un sistema (e, )

normalizzat; della mormale sono

1sofermo coniugato I coseni di direr

Iy

|
&N

ed avendosi nel caso nostro

Z = cos u flo — ,
sen

ne segue che &,7 sono legate dalla relazione quadratica

(7) :"—1'»—:/":«/"'

D
-

versa la (7) e caratteristica pel caso nostro.

Si tratta dunque di trovare le speciali equazioni di Moutard

(8) —— = Mg (per K<0),

| = Mg (per K >0).

(*) Vedi Lezioni di Geometria differenziale, vol. I, §§ 77 e 80
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che ammettono due soluzioni &,7 legate dalla identith quadratica (7). Se
poniamo corrispondentemente

§=acosoc , n=aqasenc,

ne dedurremo nel caso (8) le due equazioni per o

20 A0 0

sen o - -+ 086 — — = — M cos ¢
dee B da
‘ 220 )0 0

COS G — —send — — = Mseno,
dae AP e

e per ¢id
2’0 20 )0
— =0 , = __M.
e df e
Se ¢ contiene insieme « e £ si pud porre 0 =& 4 £, indi M = —1

Le corrispondenti superficie si hanno per quadrature dalle formole di Le-
lieuvre associando alle due soluzioni della (2)

;‘: = @ CO0S ((( -f— “/i o N = asen (a + p’)

una terza ¢ arbitraria.
Se o dipende solo p. es. da e, si potrd fare ¢ =«

, E=¢(a)+ 8

con ¢(e) arbitraria, e le formole di Lelieuvre daranno ora le conoidi rette
del n. 3.

Nel caso poi delle superficie a curvatura positiva risulta

% | o 0 )9 ::6)*
= —(() - —_ —
et s B2 ¢ (m - (3; i

ed ora & lecito porre

§=gcose , n=uasena

0=a, ndi M=—1.

Associando alle due soluzioni delle (4)
§=acose , n=asena

una terza soluzione ¢ arbitraria, le corrispondenti formole di Lelieuvre (mo-
dificate) (loc. cit., § 80) daranno per quadrature le superficie richieste.

5. Si sa che in generale le equazioui di Moutard con soluzioni qua-
dratiche ammettono trasformazioni ortogonali (*), che danno adunque nel

(*) Cfr. la mia Memoria: Sulla varietd a tre dimensioni deformabili entro U'S.
euclideo, Parte prima, Memorie dei XL, tomo XIII, 1905.

————E e e —




— 162 —

fo

appartenga alla terna (&§,7,¢) di

a

Supposto che la superficie di partenza S
soluzioni della (2), di cui

]

—aqacos(e+p8) , pn=uasen(e-+4+pg) , ¢ arbitraria,

Sy

prendasi la funzione trasformatrice R definita da

caso attuale trasformazioni asintotiche delle superficie integrali della (1). }
i
|
|

—cotie to e .

S, corrispondera alle soluzioni

§&=uacosle4t+32—2¢) , np =uasen(e-+ 3 —2),

3

la terza {, si calcolerd per quadrature dalle corrispondenti equazioni

oy

=cotc(C—¢,) , 7:\-:‘*‘;\'

In {, entra cosi, oltre ¢, una nuova costante arbitraria. Per la super-
S, trasformata abbiamo le formole (Zezionz, vol. II, pag. 51)

( =z +a‘sen(e¢—+—pF —2¢) — a*sen(a—+8)C,
\ I
yp =y —a*cos(a+pF—2¢)f -+ a®cos(a-+B)C,
=12 —‘i—l/';—u 2

delle quali I'ultima & particolarmente da osservarsi pel suo semplice signi-
ficato geometrico.

Indicheremo con B. queste trasformazioni e noteremo che, applicate a

superficie rigate della classe, danno nuovamente rigate.

Si ha ancora qui un feoremu di permutabilita le cui formole assumono
la massima semplicita.

Se alla S sono contigue per trasformazioni B,, , B,, due superficie 8, , S,
e 8i suppone ci==c}, esiste una ed una sola quarta superficie S’ legata
alla S, da una B, , alla S; da una B,, e le formole corrispondenti somo

e,

"' — 008 («

+

g —2¢,—2¢;) , 7 =sen(e+p—2c — 2c),

g . sen(e; Fe, )( .
Sl = e (=)
sen (¢, — ¢z) '

Queste trasformazioni B, delle superficie S sono trasformazioni di
Backlund ('), e le corrispondenti formole, nelle notazioni di Monge, si

(*) Goursat, ]:"(/u/th/um du second ordre, t. 11, n. 202,




serivono

[ p(en—2)+q (jhh—y) — (6 —2) =0
\ ol — ) S v W — y) — (5 —3)=0
( o+ 400 — 008 2¢ Y p* +¢* 1P + 4

5 —2i—a*sen2¢c=0.

Esse trasformano in sé stessa l'equazione a derivate parziali (1).

6. Per le superficie S integrali delle (3) le singole trasformazioni B,
sono necessariamente immaginarie, ma possono combinarsi in trasformazioni
reali. Se si considera in particolare 1'effetto di queste trasformazioni reali
sulla equazione tipica (4), si ottengono sotto la forma seguente. Sia ¢ una
goluzione della (4) e ¢ una costante (reale) arbitraria, e si seriva nelle due
funzioni incognite ¢, , g, il sistema lineare ai differenziali totali

? R !
— —coshe.gs 2P __ senh c.¢, -+ coshe.g
\ Joe .
©)
2 P s
{ )‘t{? e ,\(g =cosh¢.g, +senhec.¢ , D\(ﬁ) = %‘f—‘ — —senh ¢. @, .

Questo, essendo ¢ una soluzione della (4), & un sistema completamente
integrabile e le due nuove funzioni ¢,, ¢. (dipendenti da due costanti ar-
bitrarie) sono nuove soluzioni della (4).

T da osservarsi per 1'integrazione delle (9) che, applicando il metodo
di d’Alembert pei sistemi lineari, la corrispondente equazione di Riccati &
di immediata integrazione, e quindi: ¢/ sistema (9) s¢ integra con quadra-
ture. Ma inoltre, se si applica nuovamente il processo di trasformazione
usando opportunamente del teorema di permutabilita, si vede che anche qui,
dal primo passo in poi, Uapplicasione indefinitamente ripetuta delle tras-
formazioni si compie tn termint finiti.

Renpicontr. 1918, Vol. XXVII, 1° Sem. 23




