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Matematica. — Ze trasformazioni puntuali di una varieta
che conservano le superficie a curvatura nulla. Nota di E. Bom-
PIANI, presentata dal Socio G. CASTELNUOVO.

1. Alla ricerca delle trasformazioni indicate (') premetto il seguente
teorema : ! |

Una trasformasione puntuale fra due Ny che faccia corrispondere
le geodetiche delle Ny corrispondenti (con h fissalo < k) é necessaria-
mente il prodotto di una isometria per wna simililudine.

Bastera dimostrare il teorema per le V., ; per 2>/ -4 1 esso ne ri-
sulterd dimostrato a pin forte ragione.

Sia P un punto di Vs, e P il corrispondente di V., ; sia inoltre ¢
una direzione di V., in P e 7 un elemento di V, ortogonale in P a ¢
entro V., : vogliamo mostrare che gli elementi corrispoudenti ¢ e =’ rela-
tivi a V4, sono ortogonali. Le superficie geodetiche di V., osculatrici
alle geodetiche g di V, in P sono tangenti a £.

Poiché ogni gy si muta in una geodetica ¢’ di V}, le superficie geo-
detiche osculatrici alle g toccano ¢, quindi ¢’ & ortogonale a ='; la tras-
formazione & dunque conforme: essa non conserva le geodetiche, a meno che
il rapporto fra elementi lineari corrispondenti sia costante: e. v. d.

Per dare una dimostrazione analitica di questo teorema supponiamo
h=2: il tipo della dimostrazione & identico per % qualsiasi.

Sia
1) ds* = a,. du, dr ros=1.2,3)

7,8

il quadrato dell'elemento lineare della V,; fisseremo una superficie o entro
-~ . - . 0T 2
la V3 ponendo 73 =1, (z,,7,): scriviamo « ¢ g in luogo di e — .
)T, 0T

Il quadrato dell’elemento lineare di o e

(2) ass = by, dv} L 2b,, dr, //[:—J"—/j:!(//[é

ove
On=an + 20 a3+ &* a3 , bae = tys 26 G123 - 3* 35,
bys =0+ 3B s+ off sy .

(") Veli la mia Nota: Nuovi criteri per "isometria di due superficie o varietd

[questi Rend., vol. XXVII, pag. 2307.
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Per 1'invarianza delle geodetiche di ¢ devono essere invarianti i gim-
boli di Christoffel seguenti:

(11) (22) (11 o (12) (22) 2;12;
(SRR SRR TR =R T (2SR (oM S TR

costruiti sulla forma (2). Si ha
11 1 W/’11 l )bn
g e 10U,
2 A7, 2 VT3
1] _ b 1261 b1, Wiz 1,
20 g 7, 2 e & W @ & T3
11 1} 11 /, 11

5 . e o 5 i A
L’ ultimo simbolo contiene, delle derivate seconde di z,, soltanto =

col coefficieate

bys

___( —J[—aaqq)-}- ((Ioa—i—ﬁ(l;a

Eil quale & dunque invariante; e per l'arbitrarietd di « e § sono pure in-
varianti, come si calcola immediatamente, Ags/Ass e Ajs/A,, (Y); e per
simmetria anche A /A, , Aja/A; , Agi/Ass , Ags/Ags , Agy/Ags , Ags/Ass .

In seguito a cio il sistema di equazioni

Gy Avs = Gor Ags = Gsp A3 =0
@y Ay aor Aoy - a3 Ay =0 (reha)
nelle incognite @, & invariante per la nostra trasformazione e definisce le @y,
a meno di un fattore di proporzionalitd; quindi i coefficienti a;, della va-
rietd trasformata sono legati alle a,, dalla relazione a;, = Aay.
Quanto poi alla natura di A essa si conclude subito osservando che
anche le geodetiche della varietd sono invarianti nella trasformazione, quindi
per esempio

AR R (1111)

2 log 4 Dlogl Dloal\)
(2 a2 2 :

_all(AIY +A +A“1 s

7,

(*) Ays ® il complemento algebrico di a@rs nel determinante con esse costruito, di-

viso per il determinante stesso.
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o, aggiungendo le altre equazioni che si ottengono per simmetria,

2 log 4 2 log 4 2 log 4
1= :\i, - A,‘_ =
A7, + 1 2 + : pL

07— 2¥3))

Ail

ciod A = costante (*).

2. Esaminiamo le trasformazioni puntuali di una Vi che conservano le
superficie a curvatura nulla: calcoleremo questa rispetto all'ambiente euclideo
contenente la Vi .

Sono dunque invarianti nelle trasformazioni in esame le superficie a
curvatura nulla di una V, gualsiasi immersa in V.

Por l'espressione gia scritta della curvatura (*) si trova che debbono
essere invarianti le espressioni

_)J,'i
T,
J 1) dazef| || s LY }
1 — | S 8 L=
(1) o Ne-{-f Drs| r4s=2
|
, ?‘Z'i E: ’
VT3
(LRI | Ml R (WA el
\[2% T %3] [3e T M “DT.+Q 3| /
= |
(2) — | s 2w | . | Wi — | will )
Ac g +p = S+ 5
/r P2 U Dr;' ‘Dlz 7 D’z“’ [z ST \
I ol Bk E

U e v ‘Cl'«_ 3’3_ o A8 s
(ow, si & posto TT;_M > D—[—g_,,) qualsiansi « e f.
Sviluppando la (1) e tenendo conto dell’arbitrarietdh di « e g si ha

I'invarianza delle seguenti espressioni:

(*) Altre condizioni da ricercare evidentemente non vi sono, perche quelle trovate
sono sufficienti; per la trasformazione da esse individuata le equazioni. delle geodetiche
sono invarianti.

(*) Vedi Nuovt critert ecc., form. 1.

d* zg 9 9% g 92 74

;) BF= |

7107, 7%,

AL
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AT i |\ w | @ |
7, Ah , \ 7, |1 ATh (
(3) 717 | ) ALi i \]1/&) (4) L 3& VL T \h/{)
A2 [ 2z, V7 (R A2 |2zl T | D (4
X; ALy \ ( Ax; V2 x; \
L ATh ‘ ‘ 75 Tk Tk
B_JJ, A | DA VL;
\ 7 || AT ‘ 7, 7,
|
1 )ol i || AT ;i (hl)  (hh
ez ) BRI G| C | SR | 5 10 (RN S
( )A2 L2 Atk i 7, ATk = (8/1) (hY’ ik kL.
Il
( AL )2 &Xi AX; 32 .I'f \
T3 || Ay ATy )TS] Dt;x ‘l

Nelle trasformasioni in esame st conservano le geodetiche dello Vs
immerse in V.

Se % >3, per il teorema del n. 1, la proprietd trovata basta a con-
cludere che:

Una trasformazione puntuale fra due varieta Vy (k> 3) che faccia
corrispondere i loro elementi superficiali di 2° ordine a curvatura nulla
@ necessariamente il prodotto di une isometria per una Similitudine.

3. Per quanto riguarda le V;, le condizioni ricavate dall invarianza
di (2) portano all’invarianza delle seguenti espressioni:

\ | 7 h I 1=
1 {
Aif k| .| & k \
hh kk hk
i h k k \ h k h '
x?~ El.le| 0] |k|—2]!¢ kY
e k| | u k| | &
ol k k k k ‘
+ = U L | — | ¢ A
A% \
kil his kk hi
1\ h| h [ & | Tl l l /‘-,
W ‘ k| — l/r - A h il — [h -+
[lan| | u i Rt R ne| !
”\ l h l h | » h l h l
+f-; 0 720 [ 0 1 = 78 1 [ 8 I
’ Ik Lh hh ik b hie Lh hh| |k \

Renpicontr. 1918, Vol. XXVII, 1° Sem. 89
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— g =
h h | h } h h h
i: k.24 | ¢ ik‘—Q k l -+
ul o |rk | u kk Kl k|
/ [ | [ |
2 | ‘| , N
+ Ki k k == i k | +
g ’ hh Lk | kl [ | £h | )
‘| k [ | e| R ‘ ‘ [ h l ’ ) h ”
o :
-{-&E‘A./;q-c"/l—/l./;—/.~.1, s
= A A k| | At he| |1 | hle| | U
| ¢ h b alb [ A h
2 | | \ il
Sl i |\ /l—/,:l.,%_/f,/\
U k| | ek kk| | ki wk| |kl | k| |hk|
ove si e scritto per brevita
PR :
| = |
k| ‘
k in luvgo di I 2 J}.
i uTk (
“:J,'.' |
| ATy 0T 1‘

Queste espressioni si costruiscono con i coefficienti .5 e con le loro
derivate prime e seconde; si hanno quindi, oltre le condizioni portate dalle
(3-5). muove equazioni a derivate parziali del 2° ordine alle quali debbono
soddisfare i-coefficienti della varietd trasformata a,.,.

Queste equazioni, come le altre ricordate, rimangono invariate, sostituendo
alle funzioni incognite altre proporzionali: ma mon si pud escludere che esi-
stano soluzioni non proporzionali fra loro. Cid in generale non accade certo
quindi per una Vi generica sussiste I’ ultimo teorema enunciato per una V.
Per tipi particolari di V; possono esistere trasformazioni diverse da quelle
trovate che conservano le superficie a curvatura nulla.

Tali sono gli S, (euclidei) per i quali le trasformazioni omografiche
conservano le superficie a curvatura nulla (sviluppabili). Cid non vale in
uno Sy (£ >>3) perchd in esso le superficie a curvatura nulla non sono ca-
ratterizzate proiettivamente, quindi non sono invarianti per il gruppo delle
omografie (*).

(*) Una discussione completa del caso k=3 pud farsi solo in base alla conoscenza

dei tipi di V, rappresentabili geodeticamente (senza essere applicabili) sulle varieta tras-
formate, al quale problema, come ho accennato nella Nota gia citata, ho dedicato un

altro lavoro.




